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На основе модели эквивалентных диафрагм рассчитаны в дальней зоне дифракционные

картины Фраунгофера (спектры) протяжённых (по глубине) асимметричных отверстий
щелевого типа с абсолютно поглощающими внутренними гранями и с различными вход-
ными (D) и выходными (D1) апертурами. Изучено в аналитическом виде поведение спектра
протяжённого объекта в случае отличий апертур 2|∆| = |D1 −D|, заметно меньших раз-
мера зоны Френеля δd =

√
λd (λ — длина волны света, d — глубина отверстия). Показано,

что в диапазоне углов |θ| � θкр =
√
λ/d наблюдаемая дифракционная картина протя-

жённого объекта эквивалентна дифракции света на плоской щели (d = 0) с эффективной

шириной Dэфф = D + ∆− θd/(
√

2π).
На основе конструктивной аппроксимации интегральной функции Френеля изучены в

аналитическом виде особенности дифракции света на объёмных отверстиях, апертуры ко-
торых заметно отличаются друг от друга: 2|∆| � δd. Расчётами показано, что в случаях
расширяющихся (D1 > D) и суживающихся (D1 < D) апертур поведение минимумов на-
блюдаемых дифракционных картин в диапазонах углов |θ| < |θ∆| = |∆|/d мало отличается
от эквидистантного для плоской щели (d = 0) с ширинами D и D1 соответственно.
Полученные результаты могут быть использованы при разработке оптико-электронных

систем размерного контроля пластин с отверстиями.
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жённых объектов, объёмное отверстие, оптический размерный контроль.
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Введение. Потребность в создании теории формирования дифракционных картин
Фраунгофера и изображений возникает при разработке когерентно-оптических систем для
бесконтактного контроля объёмных тел в виде протяжённых (по глубине) пластин по-
стоянной толщины с плоскими внутренними гранями и с чёткой теневой проекцией. Та-
кая теория должна адекватно описывать наблюдаемые физические явления на объектах

и открывать возможность восстанавливать с высокой точностью геометрические харак-
теристики протяжённых объектов путём обработки измерительной информации. Так как
существующая скалярная теория Кирхгофа — Френеля справедлива лишь для одномер-
ных и двумерных (плоских) объектов [1, 2], а строгие [1–5] и приближённые [6, 7] теории
для расчёта дифракционных явлений на таких объектах чрезвычайно сложны для при-
менений их на практике, то интерес представляет предложенная в [8, 9] конструктивная
теория дифракционных явлений на объёмных телах, основанная на модели эквивалентных
диафрагм. В отличие от известных теорий она сравнительно простая (в математическом
отношении), физически наглядная и в то же время достаточно точная. Теория позволяет
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при расчётах полей применять приближение Кирхгофа — Френеля [1, 2] и хорошо согла-
суется с экспериментальными данными.

Существенно, что дифракционные явления на таких протяжённых объектах в значи-
тельной степени зависят как от их конфигурации, так и от отражающих свойств их внут-
ренних поверхностей. В [8, 10] исследованы особенности формирования дифракционных

полей в дальней зоне (спектров) и изображений пластин асимметричного типа с абсолютно
поглощающими внутренними гранями, не перпендикулярными внешним граням объекта.
Внутренние грани полностью поглощают падающее на них световое излучение. Случаи
формирования дифракционных картин и изображений металлических пластин с абсолют-
но отражающими внутренними гранями симметричного и несимметричного типов иссле-
дованы в [11, 12].

Цель представленной работы заключалась в детальном исследовании в аналитиче-
ском виде дифракционных явлений на таких типичных объектах постоянной толщины,
как протяжённые асимметричные отверстия (в виде щелей) с абсолютно поглощающими
внутренними гранями и различными размерами входной и выходной апертур. В расчётах
использована предложенная в [8, 9] модель эквивалентных диафрагм (транспарантов) для
протяжённых объектов и конструктивная аппроксимация интегральной функции Френе-
ля в классе элементарных функций, что позволяет исследовать дифракционные явления в
аналитическом виде.

Оптико-физическая модель протяжённого асимметричного отверстия абсо-
лютно поглощающего типа. Такой объект представляет собой протяжённое отверстие
щелевого типа глубиной d с различными апертурами передней D и задней D1 граней,
перпендикулярных оптической оси Z. Будем считать, что центр передней (входной) апер-
туры совпадает с оптической осью Z, а центр задней (выходной) в общем случае смещён
относительно неё на расстояние b (случай нецентрированного протяжённого отверстия)
(рис. 1, a). В этом случае внутренние грани объекта, будучи плоскими, полностью по-
глощают падающие на них дифрагированные волны, и таким образом мы имеем дело с
абсолютно поглощающим телом.

Ограничимся далее одномерными по X и протяжёнными по Z отверстиями (объём-
ными щелями размерностью X × Z). Так как строгий расчёт дифракционных явлений
на таком протяжённом объекте представляется исключительно сложной задачей, то для
её приближённого решения была предложена его оптико-физическая модель в виде эк-
вивалентных диафрагм (эквивалентных транспарантов (ЭТ)) [8, 9]. Модель основана на
предположении, что основной вклад в поле в дальней зоне дают граничные точки объекта
в плоскостях P и P1 (рис. 1, а). При этом считается, что влияние внутренней грани на
поле в дальней зоне пренебрежимо мало. Проведённые экспериментальные исследования
подтвердили справедливость предложенной модели [11, 13–15]. Применительно к рассмат-
риваемому объёмному отверстию модель ЭТ содержит два транспаранта T1 и T2 в виде

щелей с размерами D и D1, расстояние между которыми равно d, а их центры смещены от-
носительно друг друга на величину b. Такая объёмная структура открывает возможность
применения для расчёта полей скалярной теории Кирхгофа — Френеля [1, 2]. Амплитуд-
ные коэффициенты пропускания этих транспарантов описываются граничными функци-

ями f
(гр)
п (x) и g

(гр)
п (x1), характеризующими оптические свойства отверстия с абсолютно

поглощающими внутренними гранями:

f
(гр)
п (x) = Rect (x/D), (1)

g
(гр)
п (x1) = Rect [(x1 − b)/D1]. (2)
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Рис. 1. Дифракция света на объёмном асимметричном отверстии с абсолют-
но поглощающими внутренними гранями: сечение исходного нецентрированно-
го (b 6= 0) объекта с входной D и выходной D1 апертурами (a) и его модель
ЭТ в виде эквивалентных транспарантов, установленная на входе анализатора

спектров Фурье (b)

Вычисление поля в дальней зоне. Установим далее модель протяжённого объекта
на входе анализатора спектров Фурье, выполненного на базе фурье-объектива с фокусным
расстоянием F (рис. 1, b). В его задней фокальной плоскости P2, как известно, наблюда-
ется спектр Фурье F(θ) (θ — угол наблюдения), соответствующий полю в дальней зоне

(случай дифракции Фраунгофера). Для нахождения дифракционного поля F(θ) в плоскости
P2 обратимся к приведённой в [8, 9] общей формуле для расчёта спектров протяжённых
абсолютно поглощающих объектов постоянной толщины, которая с учётом формул (1)
и (2) принимает следующий вид:

F(θ) =

+∞∫
−∞

f
(гр)
п (x)g̃d(x+ θd)e−jkθx dx =

+∞∫
−∞

Rect
( x
D

)
R̃ectd

(x− b+ θd

D1

)
e−jkθx dx =

= ejkθ
2d/2

+∞∫
−∞

f̃d(x1)g
(гр)
п (x1)e−jkθx1 dx1, (3)

где

g̃d(x) =
1√
jλd

+∞∫
−∞

g
(гр)
п (x1)ejk(x1−x)2/2d dx1, f̃d(x1) =

1√
jλd

+∞∫
−∞

f
(гр)
п (x)ejk(x1−x)2/2d dx

— френелевские образы функций g
(гр)
п (x) и f

(гр)
п (x1) соответственно. Структуру подын-

тегрального выражения формулы (3) нетрудно понять, если обратиться к рис. 1, b, на
котором показан процесс формирования поля F(θ) в обратном ходе лучей.
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Рис. 2. Дифракции света на объёмном отверстии: дифракционная модель (a) и
угловые параметры диаграмм излучения обобщённых источников (b)

При вычислении интеграла (3) воспользуемся методом взятия его по частям:

F(θ) =
1

jkθ

{ +∞∫
−∞

(
Rect

x

D

)′
R̃ectd

x− b+ θd

D1
e−jkθx dx+

+

+∞∫
−∞

Rect
x

D

[
R̃ectd

x− b+ θd

D1

]′
e−jkθx dx

}
. (3a)

Учтём далее, что производная от прямоугольной функции равна [Rect (x/D)]′ =
= [Y (x+0,5D)−Y (x−0,5D)]′ = δ(x+0,5D)−δ(x−0,5D), а производная её френелевского

образа — [R̃ectd (x− b + θd)/D1]′ = (jλd)−1/2(ejk(x−b+0,5D1+θd)2/2d − ejk(x−b−0,5D1+θd)2/2d).
Положим D1 > D. В результате для спектра F(θ) протяжённого абсолютно поглощающего
асимметричного отверстия можно получить следующее выражение:

F(θ) =
1

jkθ

{
R̃ectθкр

[θ − θ′ц
θ

(I)
гр

]
ejkθD/2 − R̃ectθкр

[θ − θ′′ц
θ

(II)
гр

]
e−jkθD/2 +

+ ejkθ
2d/2

[
R̃ectd

(−0,5D1 + b

D

)
ejkθD1/2 − R̃ectd

(0,5D1 + b

D

)
e−jkθD1/2

]}
, (3б)

где θ
(I)
гр = θ

(1)
гр +θ

(2)
гр ; θ

(II)
гр = θ

(3)
гр +θ

(4)
гр ; θ

(1)
гр = −arctg [(∆−b)/d]; θ

(2)
гр = arctg [(D̄+b)/d]; θ

(3)
гр =

= −arctg [(D̄− b)/d]; θ
(4)
гр = arctg [(∆ + b)/d]; θ′ц = arctg [(0,5D+ b)/d]; θ′′ц = −arctg [(0,5D−

− b)/d]; D̄ = 0,5(D +D1) — средний размер апертуры, а ∆ = 0,5(D1 −D) — их отличие;

θкр =
√
λ/d — критический угол дифракции, при котором в полной мере проявляются

объёмные эффекты (рис. 2). Отметим, что формула (3б) справедлива и при D > D1(c < 0).
Приведённая на рисунке дифракционная модель формирования распределения F(θ)

оказывается полезной при анализе полей. Согласно модели спектр F(θ) можно рассматри-
вать как результат интерференции полей от четырёх обобщённых источников (см. рис. 1, b
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Рис. 3. Особенности дифракции света на протяжённом отверстии с близкими
апертурами D и D1 (их отличие — |2∆| = |D1−D| �

√
λd ): сечение центриро-

ванного объекта (а), его модель ЭДП (b) и поведение диаграмм излучения R1(θ)
и R2(θ) в окрестности анализируемых углов θан � θкр при |θ∆| = |∆|/d� θкр (c)

и 2, a): двух неизотропных S1 и S2 с диаграммами излучения френелевского типа, располо-
женных соответственно в точках с координатами x = ∓0,5D и двух изотропных S3 и S4 с

координатами x1 = ∓0,5D1 + b. Согласно выражению (3б) диаграммы излучения источни-

ков S1 и S2 имеют вид R̃1(θ) = R̃ectθкр [(θ − θ′ц)/θ
(I)
гр ] и R̃2(θ) = −R̃ectθкр [(θ − θ′′ц)/θ

(II)
гр ].

Что касается диаграмм излучения изотропных источников S3 и S4, то их амплитуды

определяются значениями амплитуд френелевского образа R̃ectd(x1/D) прямоугольной
функции Rect (x/D) в точках локализации границ задней щели с координатами x1, рав-
ными −0,5D1 + b и 0,5D1 + b (см. рис. 2), и их можно описать следующим образом:

R3 = R̃ectd[(−0,5D′ + b)/D] и R4 = −R̃ectd[(0,5D
′ + b)/D]. С учётом вышеизложенного

выражение (3б) для поля в дальней зоне F(θ) можно представить в более компактном
виде:

F(θ) = (jkθ)−1{R1(θ)ejkθD/2 +R2(θ)e−jkθD/2 + e−jkθ
2d/2[R3e

jkθD1/2 +R4e
−jkθD1/2]}. (3в)

Случай протяжённого отверстия с близкими размерами передней и задней апертур.
Исследуем важный для практики случай, когда размеры передней и задней апертур отвер-
стия отличаются друг от друга на величину 2∆ = D1 −D, много меньшую размера зоны
Френеля δd =

√
λd, т. е. 2|∆| � δd (в общем случае ∆ может быть знакопеременным пара-

метром). При этом угол |θ∆| (при |∆| � d) равен |∆|/d�
√
λ/d = θкр (рис. 3). Выберем па-

раметрыD и d так, чтобы на размереD помещалось много зон ФренеляMD = D/
√
λd� 1.

Ограничимся случаем анализа спектра в области малых углов 2θан, заметно меньших кри-
тического угла дифракции, т. е. θан � θкр =

√
λ/d (N = θкр/θан � 1).

Обратимся к выражению (3в). Для простоты рассмотрим центрированное отверстие
(b = 0). При вышеуказанных условиях формулы для диаграмм излучения R1(θ) и R2(θ)
первичных источников заметно упрощаются:

R1(θ) = R̃ectθкр [(θ − θ′ц)/θ
(I)
гр ] ≈ Ỹθкр(θ + θ∆)− Ỹθкр(θ − θ(2)

гр ) ≈ Ỹθкр(θ + θ∆),

−R2(θ) = R̃ectθкр [(θ − θ′′ц)/θ
(II)
гр ] ≈ Ỹθкр(θ + θ

(3)
гр )− Ỹθкр(θ − θ∆) ≈ 1− Ỹθкр(θ − θ∆).
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Проведём аналогичную операцию для амплитуд вторичных источников с учётом того,

что R̃ectd(x1/D) = Ỹd(x1 + 0,5D) − Ỹd(x1 − 0,5D). Так как D�
√
λd (MD � 1), нетрудно

получить R3 = R̃ectd[(x1 = −0,5D − ∆)/D] = Ỹd(−∆) − Ỹd(−D − ∆) ≈ Ỹd(−∆). Учтём

далее, что в силу чётности функции R̃ectd(x1) имеем R̃4 = −R̃3 = −Ỹd(−∆).
Разложим далее интегральные функции Френеля углового вида Ỹθкр(θ + θ∆) и

Ỹθкр(θ − θ∆) в окрестности малых углов θ � θкр (рис. 3, c): Ỹθкр(θ± θ∆) = 0,5 + e−jπ/4(θ±
± θ∆)/θкр, Ỹd(∆) = 0,5 + e−jπ/4θ∆/θкр. Если подставить полученные приближения для
указанных функций в формулу (3в), то для спектра F(θ) нетрудно получить

F(θ) = (jkθ)−1{[0,5 + e−jπ/4(θ + θ∆)/θкр]e
jkθD/2 − [0,5− e−jπ/4(θ − θ∆)/θкр]e

−jkθD/2 +

+ [0,5− e−jπ/4θ∆/θкр][e
jk(0,5D+∆)θ − e−jk(0,5D+∆)θ)]}. (4)

Примем во внимание, что фаза в экспоненте ejk∆θ не превышает 2π в силу условий
|θ∆| � θкр (|∆| �

√
λd ), а угол наблюдения θан � θкр (N � 1). Это позволяет разложить

функцию ejkθ∆ ≈ 1 + jk∆θ. После приведения в выражении (4) подобных членов с учётом,

что ejkθ
2d/2 ≈ 1, выражение для спектра указанного объекта принимает достаточно про-

стой вид:

F(θ) =
2 sin (kθD/2)

kθ
− ejπ/4

√
λd cos (kθD/2)

π
+ ∆ cos (kθD/2). (4a)

Видно, что спектр объёмного отверстия со слабо отличающимися размерами входной
и выходной апертур при сделанных допущениях (N � 1, θ∆ = |∆|/d �

√
λ/d ) линейно

зависит от параметра ∆. Наличие в выражении (4a) членов, дополнительных к основному
(первому), приводит к изменению периода полос (минимумов) функции F(θ) в сравнении
с дифракционной картиной для плоской щели (d = 0).

Рассмотрим это более подробно. Как известно, для плоской щели (d = 0) шириной D
угловое положение минимумов θn определяется формулой θn = λn/D (n = 1, 2, 3, . . .) и, та-
ким образом, расстояние между минимумами равно∆θ0 = θn+1−θn = λ/D [1, 2]. Вычислим
далее положение минимумов для протяжённой асимметричной щели в рассматриваемом

случае слабой объёмности θап � θкр (N � 1) и малых величин |∆| � δd. С этой целью
обратимся к выражению (4a). Сначала найдём распределение интенсивности I(θ) = |F(θ)|2
в плоскости P2 анализатора спектров Фурье (см. рис. 1, b):

I(θ) =
4 sin2(kθD/2)

(kθ)2
−
√

2λd sin (kθD)

πkθ
+

2∆ sin (kθD)

kθ
+
λd cos2 (kθD/2)

π2
−

−
√

2λd∆ cos2(kθD/2)

π
+ ∆2 cos2 (kθD/2). (5)

Ограничимся при расчётах первыми пятью членами, которые заметно превышают по-
следний член. Будем искать решение задачи нахождения положения θ̃n минимумов в рас-
пределении (5) в следующем виде: θ̃n = θn + ∆θn, где θn — основной член, а ∆θn — малая

добавка к нему. В качестве θn выберем угловые положения минимумов в спектре плоской
щели с шириной D: θn = nλ/D. При этом полагаем, что угловая добавка ∆θn � θn, и
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Рис. 4. Случай дифракции света на протяжённом асимметричном от-
верстии (центрированного типа) с заметно расширяющейся апертурой

(2∆ = D1 −D �
√
λd ): исходный объект (a), его модель в виде эквивалентных

транспарантов (b)

это справедливо при вышеуказанных условиях. При вычислении ∆θn воспользуемся мето-
дом Ньютона: ∆θn = −I(θn)]/I ′(θn). В результате для угловой добавки можно получить
следующее выражение:

∆θn ≈
λn

D2

(√λd√
2π
−∆

)
. (6)

Отметим, что при равных размерах передней и задней апертур объёмной щели

(D = D1, т. е. при ∆ = 0), соответствующих симметричной щели, второй член в выра-
жении (6) отсутствует, при этом добавка ∆θn имеет вид λn/(

√
2πMDD). Как и следовало

ожидать, при увеличении параметра 2∆, характеризующего отличие размеров передней
и задней апертур отверстия, расстояние между минимумами в спектре изменяется линей-
ным образом (при |∆| �

√
λd), причём это изменение зависит от величины и знака ∆.

Характерно, что при ∆ =
√
λd /(

√
2π) добавка ∆θn равна нулю.

Вернёмся теперь к угловому положению минимумов для рассматриваемого объёмного

отверстия. Согласно (6) оно будет определяться выражением

θ̃n =
λn

D

(
1 +

√
λd√

2πD
− ∆

D

)
. (7)

Так как D �
√
λd, выражение (7) можно представить в упрощённом (более нагляд-

ном) виде:

θ̃n =
λn

D −
√
λd /(

√
2π) + ∆

=
λn

D̃
, (7a)

где D̃ = D −
√
λd /(

√
2π) + ∆ — эффективный размер объёмной щели, зависящий от раз-

мера зоны Френеля δd и от параметра ∆, характеризующего отличие входной и выходной
апертур протяжённого объекта.
Случай протяжённого отверстия с заметно расширяющейся по глубине аперту-

рой. Рассмотрим более подробно формирование спектра F(θ) объёмного центрированно-
го отверстия, у которого задняя апертура заметно больше передней апертуры, причём
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Рис. 5. Диаграммы излучения обобщённых точечных источников S1 и S2 для

асимметричного отверстия, у которого выходная апертура D1 заметно больше

входной D (2∆ = D1−D �
√
λd ). Здесь θ

(1)
гр = θ∆ = arctg (∆/d) ≈ ∆/d (∆� d),

θ
(2)
гр = arctg [0,5(D +D1)]

2∆ = D1 −D �
√
λd (b = 0) (рис. 4, a, b). Заметим, что при b = 0 граничные углы θ

(1)
гр и

θ
(4)
гр равны по модулю.
На рис. 5 показаны диаграммы излучения обобщённых первичных источников S1 и S2.

Видно, что в области углов |θ| < θ
(1)
гр = θ∆ = arctg (∆/d) основной вклад в дифракционную

картину дают края передней грани объекта (первичная дифракция), поскольку его задняя
грань находится в области тени (см. рис. 4, b). При этом вклад вторичной дифракции

согласно (3б) уменьшается по мере увеличения угла θ
(1)
гр . При углах θ > θ

(1)
гр основной

вклад в поле дают источники S1, S3 и S4, а при углах θ < −θ(1)
гр — источники S2, S3 и

S4 (см. рис. 2, b, 4 и 5). Это приводит к существенному уменьшению глубины модуляции
картины.

Вышеописанное можно подтвердить, если обратиться к рис. 6, a, b, где приведены
результаты расчётов спектра мощности для протяжённого асимметричного отверстия с

параметрами: D = 0,15 мм; D1 = 0,18 мм; d = 0,2 мм, λ = 0,63 мкм [8]. В этом случае

∆ = 0,5(D1−D) = 15 мкм, θгр = 0,075, θкр =
√
λ/d = 0,056. Как и следовало ожидать, по-

ложение минимумов дифракционной картины в области углов |θ| < θ
(1)
гр мало отличается от

эквидистантного, соответствующего плоской щели (d = 0) шириной D. Это подтвержда-
ется результатами расчётов в приближении Френеля поведения текущего периода спектра

T (n)/T0 в зависимости от номера n дифракционного порядка, где T0 — период колебаний

в спектре плоской щели шириной D (рис. 6, c). При углах θ > θ
(1)
гр глубина модуляции

распределения падает, при этом имеет место увеличение периода колебаний в спектре.

Конструктивная аппроксимация спектра протяжённого отверстия погло-
щающего типа. Перейдём к анализу в аналитическом виде дифракционных явлений на
отверстии поглощающего типа с использованием конструктивной аппроксимации инте-
гральной функции Френеля [8, 9]. С этой целью представим в аналитическом виде спектр
объёмной щели с заметно расширяющейся апертурой (D1 = D + 2∆) при условии, что

∆ �
√
λd (θ∆ = ∆/d � θкр). При этом будем считать, что на размере D укладывается

много зон Френеля: MD = D/
√
λd � 1. Для спектра протяжённого асимметричного от-

верстия обратимся к формуле (3б). Если далее пренебречь вкладом перекрёстных краёв
щели, что справедливо приMD � 1, то поле в дальней зоне для рассматриваемого объекта
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Рис. 6. Результаты расчёта спектра мощности для протяжённого асиммет-
ричного отверстия поглощающего типа с заметно расширяющейся входной

апертурой (2∆ = D1 − D �
√
λd ): сечение объекта (a), спектр мощности

Î(θ) = |F̂(θ)|2 модели объекта (b) и графики текущего периода спектра T (n)/T0

в зависимости от номера n дифракционного порядка (c) (T0 = λ/D — пери-

од колебаний в спектре плоской щели с шириной D, θ̄
(1)
гр = θ̄∆ = ∆/

√
λd —

нормированный граничный угол)

можно аппроксимировать следующим образом:

Fап(θ) =
1

jkθ

{
ejkθD/2

[
Y (θ + θ∆)− 0,5ejk(θ+θ∆)2d/2

αe−jπ/4(θ + θ∆)/θкр + sgn (θ + θ∆)

]
−

− e−jkθD/2
[
1− Y (θ − θ∆) +

0,5ejk(θ−θ∆)2d/2

αe−jπ/4(θ − θ∆)/θкр + sgn (θ − θ∆)

]
+

+ ejkθ
2d/2(ejkθD1/2 − e−jkθD1/2)

ejk∆2/2d

2αe−jπ/4∆/
√
λd+ sgn ∆

}
, (8)

где параметр α→ 2 при θ � θкр и α→ π при θ � θкр.
Ограничимся углами анализа спектра |θан| � θкр в области θ > 0. C учётом того,

что Y (θ + θ∆) = 1, а Y (θ − θ∆) = 0 выражение (8) при ∆ � d, как нетрудно показать,
радикально упрощается:

Fап(θ) =
2 sin (kθD/2)

kθ
+

√
λd

2π2∆̂2
ejk(∆2/2d+π/4) cos (kθD1/2), (9)

где ∆̂ = ∆/
√
λd. Полученное поле содержит основной член 2 sin (kθD/2)/kθ, соответству-

ющий дифракции света на плоской щели (d = 0) шириной D, и дополнительный, обу-
словленный вторичной дифракцией света на задней апертуре. Этот член убывает при
увеличении задней апертуры обратно пропорционально квадрату разности апертур D и
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D1. Он приводит к изменению периода наблюдаемых колебаний в сравнении со случа-
ем дифракции света на плоской щели. Очевидно, что это изменение будет определяться
вкладом дополнительного члена в наблюдаемое поле. Согласно выражению (9) отношение

модулей амплитуд членов не превышает η = θ/(2π∆̂2θкр) и, например, при θ/θкр = 1/3 и

∆̂ = 3 оно составляет 0,6 %.
Найдём угловые положения минимумов θ̃n в спектре мощности |Fап(θ)|2 объёмного

отверстия с заметно расширяющейся апертурой. Этот спектр согласно формуле (9) имеет
вид

|Fап(θ)|2 ≈ 4 sin2 (kθD/2)

(kθ)2
+

2
√
λd

π2kθ
cos

[
k
(∆2

2d
+
π

4

)]
· sin

(kθD
2

)
· cos

(kθD1

2

)
+

+
λd cos2(kθD1/2)

4π4∆̃4
. (10)

Как и ранее, будем искать решение задачи нахождения θ̃n в распределении (10) в

следующем виде: θ̃n = θn + ∆θn, где θn — основной член, а ∆θn — добавка к нему, причём
∆θn � θn. Если теперь в качестве θn выбрать угловые положения минимумов в спектре
плоской щели с шириной D (θn = nλ/D), то, как показывают расчёты, угловые положения
минимумов равны

θ̃n =
nλ

D

(
1− 1

4π∆̃2M

)
≈ nλ

D +
√
λd /(4π∆̃2)

. (11)

Видно, что при увеличении апертурыD1 влияние её на спектр мощности протяжённой

щели резко падает. Так, при ∆̃ = 0,5(D1 − D)/
√
λd = 3, M = D/

√
λd = 10 угловые

положения минимумов θ̃n в спектре мощности протяжённого отверстия с расширяющейся
апертурой изменяются на 0,1 % в сравнении со случаем плоской щели шириной D.

Обратимся теперь к случаю дифракции света на протяжённом отверстии с заметно
суживающейся апертурой. У такого объекта передняя апертура больше задней: D1 =
D − 2∆, причём выберем 2|∆| �

√
λd (рис. 7, a, b).

Аналогично предыдущему случаю аппроксимируем поле в дальней зоне при дифрак-
ции света на таком объекте. Если не учитывать взаимодействие границ 3D-объекта, что
справедливо при D �

√
λd, то для поля Fап(θ) можно получить следующее выражение

(θ > 0):

F(θ) ≈ Fап(θ) =
1

jkθ

{
ejkθD/2

[
Y (θ − θ∆)− 0,5ejk(θ−θ∆)2d/2

αe−jπ/4(θ − θ∆)/θкр + sgn (θ − θ∆)

]
−

− e−jkθD/2
[
1− Y (θ + θ∆) +

0,5ejk(θ+θ∆)2d/2

αe−jπ/4(θ + θ∆)/θкр + sgn (θ + θ∆)

]
+

+ ejkθ
2d/2(ejkθD1/2 − e−jkθD1/2)

(
1−

ejk∆2/2dθкр

2αe−jπ/4∆

)}
. (12)

На рис. 8 приведены диаграммы излучения обобщённых точечных источников S1 и S2

для протяжённого асимметричного отверстия указанного типа.
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Рис. 7. Дифракция света на асимметричном протяжённом отверстии абсолют-
но поглощающего типа с заметно суживающейся апертурой (D −D1 �

√
λd ):

сечение объекта (a), модель ЭТ объёмного отверстия (b) и угловые параметры
диаграмм излучения обобщённых точечных источников (c)

Так как в рассматриваемом случае угол |θ|∆ � θкр, а функция 1 − Y (θ + θ∆) = 0,
то при углах наблюдения 2θан � θкр член Y (θ − θ∆) равен нулю. В результате после

приведения подобных членов для поля Fап(θ) при ∆� d получаем

Fап(θ) =
2 sin (kθD1/2)

kθ
+

√
λd

2π2∆̂2
ej(k∆2/2d+π/4) cos (kθD1/2). (13)

Как и следовало ожидать, дифракционная картина протяжённого отверстия, у ко-
торого выходная апертура заметно меньше входной, определяется дифракцией света на
меньшей апертуре, т. е. на щели шириной D1, что отражается в поведении первого члена
в формуле (13). Что касается второго члена в этом выражении, то он обусловлен вторичной
дифракцией на задней апертуре и затухает обратно пропорционально квадрату разности

входной и выходной апертур ∆.
Как показывают расчёты, угловые положения минимумов для спектра мощности объ-

2oàí

S1S2

_R2(o)=Yoêð(o+oãð)_Yoêð(o+oãð)

0,5

1,0

0_oãð o(2)
oãð

(2)_oãð
(1)

oãð
(1)

(2) (1) R1(o)=Yoêð(o_oãð)_Yoêð(o_oãð)(1) (2)

Рис. 8. Диаграммы излучения обобщённых точечных источников S1 и S2

для протяжённого асимметричного отверстия абсолютно поглощающего типа

с выходной апертурой D1, меньшей входной D
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Рис. 9. Результаты расчёта спектра мощности для объёмного асимметричного
отверстия абсолютно поглощающего типа с заметно суживающейся апертурой

(2∆ = D −D1 �
√
λd ): сечение объекта (a); спектр его мощности (b); график

текущего периода спектра T (n)/T0 в зависимости от номера n дифракционного
порядка (T0 = λ/D1 — период колебаний в спектре плоской щели шириной D1,

θ̄
(1)
гр = θ̄∆ = ∆/

√
λd — нормированный граничный угол, θ̄min — глобальный

минимум)(c)

ёмного отверстия с заметно суживающейся апертурой изменяются по закону, аналогично-
му для протяжённого отверстия с заметно расширяющейся апертурой (11):

θ̃n =
nλ

D1

(
1− 1

4π∆̃2MD1

)
, (14)

где MD1
= D1/

√
λd. Отличие состоит в том, что в этой формуле в качестве основного

геометрического параметра объёмного отверстия выступает мeньшая апертура, а именно
параметр D1, причём D −D1 = 2∆�

√
λd.

На рис. 9 представлены результаты расчёта спектра мощности для объёмного асим-
метричного отверстия с суживающейся апертурой с параметрами: D1 = 0,15 мм, D =

= 0,165 мм, d = 0,2 мм, λ = 0,63 мкм [8, 9]. В этом случае граничный угол θ
(1)
гр имеет вид

θ∆ ≈ ∆/d = 0,0375. Процессы преобразования волновых фронтов при дифракции света на
протяжённом объекте с суживающейся апертурой можно понять глубже, если обратиться

к рис. 7–9. Можно видеть, что в области углов |θ| < θ
(1)
гр = θ∆ = 0,5(D − D1)/d в фор-

мировании спектра участвует в основном задняя грань (источники S3 и S4), при этом
дифракционное поле всё в большей степени соответствует спектру плоской щели шириной

D1 с достаточно эквидистантно расположенными минимумами (рис. 9, b, c). При углах

|θ| > θ
(1)
гр в формирование спектра постепенно включается один из краевых источников

передней грани: либо источник S1 при θ > 0, либо источник S2 при θ < 0 (см. рис. 7, c
и 8). Таким образом, имеет место интерференция волн от трёх источников света S1, S2

и S3, что приводит к увеличению суммарной амплитуды колебаний в этой области ча-
стот, а также к некоторому увеличению периода интерференционных полос (см. рис. 9, c).

Характерно, что в спектре Î(θ) имеет место глобальный минимум θmin. Его положение
можно найти, если обратиться к аппроксимированному спектру протяжённого отверстия
согласно выражению (12). Видно, что при углах θ > θгр = θ∆ � θкр большой вклад в поле



66 АВТОМЕТРИЯ. 2022. Т. 58, № 1

начинают давать первый и второй члены (источник S1), суммарная амплитуда которых

равна 1 − ej[k(θ−θ∆)2d/2+π/4]/[(2π(θ − θ∆)]. Очевидно, когда фаза в экспоненте равна 2π,
имеет место минимум в распределении (12): k(θmin − θ∆)2d/2 + π/4 = 2π, откуда следует,

что θ̄min = θmin/θкр = θ̄∆ +
√

7/2. Так как при указанных параметрах θ̄∆ = ∆/
√
λd = 0,67,

то θ̄min ≈ 2,0, что согласуется с расчётными данными (см. рис. 9).

Заключение. На основе модели эквивалентных транспарантов рассчитаны в даль-
ней зоне дифракционные картины (спектры) протяжённых отверстий (в виде щелей) с
абсолютно поглощающими внутренними гранями несимметричного типа: с различными
входной (D) и выходной (D1) апертурами.

Изучено в аналитическом виде поведение спектра объёмного отверстия в случае отли-
чий 2|∆| = D1 −D входной и выходной апертур, заметно меньших размера зоны Френеля

δd =
√
λd (2|∆| � δd). Показано, что при угле наблюдения θан, много меньшем крити-

ческого угла дифракции θкр =
√
λ/d, имеет место изменение периода полос в спектре

протяжённого отверстия, что эквивалентно дифракции света на плоской щели (d = 0) с
эффективным размером Dэфф = D + ∆− δd/(

√
2π).

На основе конструктивной аппроксимации интегральной функции Френеля детально

изучены в аналитическом виде особенности дифракции света на протяжённых отверстиях

абсолютно поглощающего типа с заметно расширяющейся по глубине апертурой, при-
чём отличие размеров задней и передней апертур 2|∆| � δd. Расчётами показано, что в

диапазоне углов |θ| 6 θ
(1)
гр = arctg (∆/d) положение минимумов в наблюдаемой дифрак-

ционной картине мало отличается от эквидистантного, соответствующего плоской щели
шириной D.

Аналогичная ситуация имеет место при дифракции света на объёмном отверстии с

заметно суживающейся апертурой по глубине D1 −D = ∆� δd. Дифракционная картина

в этом случае в области углов |θ| 6 θ
(1)
гр = arctg (|∆|/d) определяется дифракцией света на

выходной апертуре с размером D1.
Полученные результаты могут быть использованы при разработке оптико-

электронных систем размерного контроля пластин с отверстиями.
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