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и учёте кинематической связи между пластиной и приводами, деформация которых подчи-
няется закону Гука. Приведено сравнение найденного аналитического решения с решением
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Введение. Для задач адаптивной оптики по проектированию и использованию де-
формируемых зеркал (ДЗ) важно уметь с допустимой точностью рассчитывать функции
влияния приводов этих зеркал [1, 2]. Это, в частности, требуется для оптимизации плана
расположения приводов [3] в целях уменьшения систематической погрешности отработки
заданных аберраций и для управления ДЗ. Воздействие приводов на пластину зеркала
часто моделируют силами, приложенными в дискретных точках [4–9].

В [4] отмечается, что аналитическое решение задачи прогиба тонкой упругой изотроп-
ной пластины деформируемого зеркала со свободными краями при действии на неё сосре-
доточенных сил представляет собой значительную трудность и вместо этого используются

расчётные модели, построенные на основе метода конечных элементов (МКЭ) [10]. Тем не
менее для определённых форм пластины решение задачи может быть найдено. Для пла-
стины прямоугольной формы аналитическое решение получено в [11]. В представленной
работе рассматривается другой случай — пластина круглой формы. Одной из основных
областей применения круглых ДЗ является астрономическая адаптивная оптика [2, 12, 13].
Это подтверждает актуальность задачи применения круглого ДЗ.

Вычисление функции влияния для каждого привода основано на разложении решения

в ряд по специальным функциям и применении интегральных преобразований. Дополни-
тельно учитываются условия кинематической связи (аналогично [6, 11]). Приводы моде-
лируются упругими пружинами, деформация которых подчиняется закону Гука. Одним
концом приводы крепятся к пластине, а другим — опираются на абсолютно жёсткое ос-
нование. В качестве управляющих элементов часто используют пьезоприводы, принцип
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действия которых основан на обратном пьезоэффекте [14]. При подаче электрического на-
пряжения на так называемый активный привод он растягивается и сосредоточенно воздей-
ствует на пластину с некоторой силой. Другие, пассивные приводы также деформируются,
сосредоточенно воздействуя на подложку, но работают уже на её удержание.

В [7, 15–17] аналитически рассматривается изгиб тонкой круглой пластины под дей-
ствием локализованной нагрузки. В отличие от [7] в данной работе использовался другой
способ решения и задача не ограничена условием, что приводы должны иметь одинако-
вую жёсткость. Для круглого ДЗ часто предпочтительно, чтобы эффективная жёсткость
каждого привода была одинаковой. Однако в реальных условиях некоторого разброса их
значений из-за многофакторности [14] не избежать. Кроме того, из-за несбалансированной
жёсткости иногда специально ближе к краю зеркала устанавливают более жёсткие приво-
ды. Таким образом, данная работа актуальна для задачи выбора оптимального расположе-
ния приводов, более точной оценки их функций влияния и содержит оригинальный подход
с математической точки зрения. В [15] выводится аналитическое решение для поперечного
прогиба тонкой круглой пластины со свободным краем при заданном на неё воздействии

поперечного давления P (x, y). В реальности величины и направления действия сосредо-
точенных сил со стороны приводов заранее неизвестны, что является принципиальным
отличием математической постановки задачи. Мы рассматриваем целиком механическую
систему «пластина — приводы».

1. Предварительный анализ. Существует подход в [8] для решения задачи вычис-
ления наилучшей аппроксимации произвольного волнового фронта φ(x, y) с помощью ДЗ
со свободными краями на N дискретных пьезоприводах — на основе результатов из [15].
Требуется найти заранее неизвестные сосредоточенные силы Pi, действующие на пластину
зеркала со стороны приводов. Составляется система линейных алгебраических уравнений
числом N + 3. Решая её, можно определить силы Pi и три коэффициента при подставке
(piston) и наклонах, которые следует добавить, чтобы получить наилучшую аппроксима-
цию фронта. Далее остаётся вычислить подаваемые напряжения на приводы.

Для этого можно рассмотреть условия механического равновесия в приводах (предпо-
ложим для простоты, что они все одинаковые):

Fi = Pi +Kwi, Fi = βVi, βVi = Pi +Kwi,

где для каждого привода Vi — искомое электрическое напряжение, Fi — внутренняя сила

на растяжение/сжатие, wi — растяжение/сжатие привода, K — жёсткость привода, β —
коэффициент передачи электрического напряжения в усилие внутри привода. Если бы
аппроксимация фронта φ(x, y) была идеальной, то могло выполняться wi = φ(xi, yi) и
управляющие напряжения на приводах могли вычисляться как

Vi =
Pi +Kφ(xi, yi)

β
.

Но в реальных условиях аппроксимация имеет ошибку. Кроме того, в [8] подразумевается,
что ДЗ работает вместе с корректором наклонов, а в данной работе, как будет видно далее,
функции влияния ДЗ вычислены в полном базисе с учётом подставки и наклонов.

2. Постановка задачи. Нагрузку на поверхность упругой тонкой пластины

(рис. 1, a) толщиной h и изгибной жёсткостью D представим в виде давления q. Тогда
малый прогиб пластины w в поперечном направлении подчиняется неоднородному бигар-
моническому уравнению [18]

∇4w =
q

D
, D =

Eh3

12(1− ν2)
,
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Рис. 1. Схема деформируемого зеркала: a — модель пластины с упругими

приводами; b — план расположения приводов

где E и ν — модуль Юнга и коэффициент Пуассона материала пластины соответствен-
но. Для круглой пластины в полярных координатах (r, θ) с началом в центре пластины
имеем [18] ( ∂2
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w(r, θ) =

q(r, θ)

D
. (1)

В случае свободного края граничные условия для круглой пластины радиуса a бу-
дут [18] иметь вид

(Mr)r=a = 0, V =
(
Qr −

1

r

∂Mrt

∂θ

)
r=a

= 0,

где Mr — изгибающий момент на единице длины; Qr — перерезывающая сила на единице

длины; Mrt — крутящий момент на единице длины; V — вертикальная реакция на единице

длины. Выражая все величины через прогиб пластины [18], запишем условия на её границе
следующим образом:

∂2w

∂r2
+ ν
(1

a

∂w

∂r
+

1

a2

∂2w

∂θ2

)
= 0;

∂

∂r
(∇2w) +

1− ν
a

∂

∂r

(1

r

∂2w

∂θ2

)
= 0. (2)

Давление, производимое на пластину na сосредоточенными приводами, может быть запи-
сано в виде

q(r, θ) = F0δ(r− rj0)−
na∑
j=1

Kjwjδ(r− rj), (3)

где F0 — внутренняя растягивающая сила в активном приводе (которому присвоен но-
мер j0); r — радиус-вектор точки пластины с полярными координатами (r, θ); rj —
радиус-вектор j-го привода c полярными координатами (rj , θj); Kj — жёсткость j-го при-
вода; wj = w(rj , θj) — прогиб пластины в месте расположения j-го привода и растяжение
(или сжатие) j-го привода; δ — двумерная дельта-функция Дирака. Требуется определить
функцию w(r, θ) при (r, θ) ∈ [0, a]× [0, 2π).

Особенность решения уравнения в частных производных в данном случае — учёт

зависимости величины q(r, θ) в правой части (1) от заранее неизвестных прогибов под-
ложки wj в точках размещения приводов.
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3. Решение в виде ряда Фурье. Решение уравнения (1) ищем в виде разложе-
ния по собственным модам колебаний однородной круглой тонкой пластины со свободным

краем [19] (вместо индекса j используется индекс i):

w(r, θ) =
∞∑
i=0

∞∑
p=−∞

αi,pψi,p(r, θ), (4)

ψi,p(r, θ) =


Ai,p[Jp(Ri,p) + Ci,pIp(Ri,p)] sin pθ, p < 0;

Ai,0[J0(Ri,0) + Ci,0Ip(Ri,0)], p = 0;

Ai,p[Jp(Ri,p) + Ci,pIp(Ri,p)] cos pθ, p > 0,

(5)

где Ri,p = λi,pr/a, i (i > 0) и p (−∞ < p < ∞) — целые числа; Jp(R) — функции Бессе-
ля первого рода; Ip(R) — модифицированные функции Бесселя. Безразмерные частотные
параметры λi,p и параметры формы мод Ci,p являются решением задачи на собственные
значения [19], Ai,p — амплитудный параметр, соответствующий условию нормировки [19].
Параметры λi,p, Ci,p и Ai,p — чётные по параметру p [19].

Исключением среди собственных мод являются три моды, соответствующие нулевой
собственной частоте, которые представляют собой моды абсолютно твёрдого тела: два по-
ворота круглой пластины вокруг взаимно перпендикулярных диаметров и параллельный

сдвиг по вертикальной оси [19]:

ψ0,−1(r, θ) = 2
r

a
sin θ, ψ0,0(r, θ) = 1, ψ0,1(r, θ) = 2

r

a
cos θ. (6)

Эти функции удовлетворяют всем используемым условиям, которые выполняются и для
функций в (5).

Параметры формы мод Ci,p из (5) одновременно удовлетворяют двум равенствам [19]:

Ci,p =
λ2
i,pJp(λi,p) + (1− ν)[λi,pJ

′
p(λi,p)− p2Jp(λi,p)]

λ2
i,pIp(λi,p)− (1− ν)[λi,pI ′p(λi,p)− p2Ip(λi,p)]

,

(7)

Ci,p =
λ3
j,pJ

′
p(λi,p) + p2(1− ν)[λi,pJ

′
p(λi,p)− Jp(λi,p)]

λ3
i,pI
′
p(λi,p)− p2(1− ν)[λi,pI ′p(λi,p)− Ip(λi,p)]

,

где ν — коэффициент Пуассона материала пластины. Если приравнять правые части в
двух выражениях из (7) для Ci,p, то получится характеристическое уравнение для ча-
стотного параметра λi,p. Решая численно данное уравнение и подставляя каждый корень
в одно из равенств (7), можно найти соответствующие значения Ci,p. Для проверки кор-
ректности численных расчётов данная процедура была проделана для значения ν = 0,33.
Наблюдалось идеальное соответствие с числовыми значениями λi,p и Ci,p, приведёнными
в [19].

Для вычисления амплитудных параметров Ai,p используется условие нормировки

2π∫
0

a∫
0

ψ2
i,pr dr dθ = πa2.
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Следует отметить, что в [19] в формулах для Ai,0 и для Ai,p при p > 0 содержатся ошибки,
которые не приводят к числовым значениям, данным в таблицах этой работы. Из условия
нормировки можно вывести, что для Ai,0 правильной является формула

A−2
i,0 = J2

0 (λi,0) + 2
Ci,0
λi,0

(J0(λi,0)I ′0(λi,0)− J ′0(λi,0)I0(λi,0)) +

+ [J ′0(λi,0)]2 + C2
i,0(I2

0 (λi,0)− [I ′0(λi,0)]2).

Для вычисления значений Ai,p при p >0 можно использовать либо формулу

A−2
i,p =

1

2

(
J2
p (λi,p) + 2

Ci,p
λi,p

[Jp(λi,p)I
′
p(λi,p)− J ′p(λi,p)Ip(λi,p)] + C2

i,pI
2
p (λi,p)−

− p2

λ2
i,p

[J2
p (λi,p)− C2

i,pI
2
p (λi,p)] + [J ′p(λi,p)]

2 − [Ci,pI
′
p(λi,p)]

2
)
,

либо

A−2
i,p =

1

2

(
J2
p (λi,p) + C2

i,pI
2
p (λi,p) + 2

Ci,p
λi,p

[Jp(λi,p)Ip−1(λi,p)− Jp−1(λi,p)Ip(λi,p)]−

− [Jp−1(λi,p)Jp+1(λi,p) + C2
i,pIp−1(λi,p)Ip+1(λi,p)]

)
.

При выводе формул для Ai,p были использованы табличные интегралы [20]

Int12 =

λ∫
0

xJ2
p (αx) dx =

λ2

2
{J2

p (αλ)− Jp−1(αλ)Jp+1(αλ)},

(J ↔ I),

Int3 =

λ∫
0

xJp(αx)Ip(βx)x dx = λ
αJ ′p(αλ)Jp(βλ)− βJ ′p(βλ)Jp(αλ)

β2 − α2
.

Проверочные расчёты показали, что все вычисленные значения параметров для
функций ψi,p обеспечивают ортонормированность этой системы функций на множестве

[0, a]× [0, 2π). Использование этих функций для решения поставленной задачи удобно тем,
что они также удовлетворяют граничным условиям (2) и подчиняются условию [19]

∇4ψi,p =
(λi,p
a

)4
ψi,p. (8)

Таким образом, исходная задача сводится к нахождению коэффициентов αi,p. При этом
в двойном ряду (4) можно ограничиться максимальными значениями ī и ±p̄ для индексов i
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и p соответственно (максимальные значения можно выбирать исходя из характерного ко-
личества приводов в радиальном и угловом направлениях; на практике это определяется
тем, насколько высоким или низким пространственным разрешением обладает использу-
емое в управлении деформируемое зеркало [21]).

Если теперь подставить (4) в выражение (1), то с учётом (3), (8) и конечности сумм
получится выражение

ī∑
i=0

p̄∑
p=−p̄

αi,p

(λi,p
a

)4
ψi,p(r, θ) =

1

D

(
F0δ(r− rj0)−

na∑
j=1

Kjwjδ(r− rj)
)
. (9)

Далее нужно умножить обе части уравнения (9) на один из базисных элементов ча-
стичной суммы ряда (4): ψi0,p0, где i0 ∈ [0, ī], p0 ∈ [−p̄, p̄]. Затем при действии на по-

лученное уравнение оператором

2π∫
0

a∫
0

r dr dθ в силу ортонормированности функций ψi,p

получится

αi0,p0

(λi0,p0
a

)4
πa2D = F0ψi0,p0(rj0, θj0)−

na∑
j=1

Kjwjψi0,p0(rj , θj). (10)

После преобразований с использованием обозначения ψi,p(j) ≡ ψi,p(rj , θj) равенство (10)
запишется в виде

na∑
j=1

Kjψi0,p0(j)wj +
ī∑
i=0

p̄∑
p=−p̄

δi,i0δp,p0

(λi,p
a

)4
πa2Dαi,p = F0ψi0,p0(j0), (11)

где δi,i0 и δp,p0 — символы Кронекера. При разных значениях индексов i0 и p0 выраже-
ние (11) представляет собой систему l̄ = (̄i + 1)(2p̄ + 1) уравнений относительно столбца
неизвестных

WA = (w1, . . . , wna , α0,−p̄, α0,−p̄+1, . . . , αī,p̄−1, αī,p̄)
>.

Для того чтобы дополнить эту систему недостающими na уравнениями, следует восполь-
зоваться «самосогласованными условиями», которые выражают кинематическую связь —
равенство растяжения (или сжатия) j-го привода и поперечного прогиба пластины в точке
его расположения. С учётом выбора конечных сумм в (4) можно написать соотношение

wj =
ī∑
i=0

p̄∑
p=−p̄

αi,pψi,p(j),

или

na∑
l=1

δj,lwj −
ī∑
i=0

p̄∑
p=−p̄

αi,pψi,p(j) = 0, (12)

где δj,l — символ Кронекера.
Уравнения (12) и (11) вместе представляют систему na + l̄ линейных неоднородных

алгебраических уравнений относительно такого же числа неизвестных WA.
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В матричной форме система имеет вид

MA ·WA = FD. (13)

Матрицу MA и столбец свободных членов FD удобно представить в виде

MA =

[
Ina −APna×l̄

KPl̄×na DLl̄×l̄

]
, FD =

[
Θna

FD2l̄

]
,

где Ina — единичная матрица размерности na;

APna×l̄ =


ψ0,−p̄(1) ψ0,−p̄+1(1) . . . ψī,p̄−1(1) ψī,p̄(1)

ψ0,−p̄(2) ψ0,−p̄+1(2) . . . ψī,p̄−1(2) ψī,p̄(2)
...

...
. . .

...
...

ψ0,−p̄(na) ψ0,−p̄+1(na) . . . ψī,p̄−1(na) ψī,p̄(na)

 ;

KPl̄×na =



K1ψ0,−p̄(1) K2ψ0,−p̄(2) . . . Knaψ0,−p̄(na)

K1ψ0,−p̄+1(1) K2ψ0,−p̄+1(2) . . . Knaψ0,−p̄+1(na)
...

...
. . .

...

K1ψī,p̄−1(1) K2ψī,p̄−1(2) . . . Knaψī,p̄−1(na)

K1ψī,p̄(1) K2ψī,p̄(2) . . . Knaψī,p̄(na)

 ;

используя обозначение

∆i0,p0(i, p) ≡ δi,i0δp,p0

(λi,p
a

)4
πa2D,

запишем

DLl̄×l̄ =



∆0,−p̄(0,−p̄) ∆0,−p̄(0,−p̄+ 1) . . . ∆0,−p̄(̄i, p̄− 1) ∆0,−p̄(̄i, p̄)

∆0,−p̄+1(0,−p̄) ∆0,−p̄+1(0,−p̄+ 1) . . . ∆0,−p̄+1(̄i, p̄− 1) ∆0,−p̄+1(̄i, p̄)
...

...
. . .

...
...

∆ī,p̄−1(0,−p̄) ∆ī,p̄−1(0,−p̄+ 1)
. . . ∆ī,p̄−1(̄i, p̄− 1) ∆ī,p̄−1(̄i, p̄)

∆ī,p̄(0,−p̄) ∆ī,p̄(0,−p̄+ 1) . . . ∆ī,p̄(̄i, p̄− 1) ∆ī,p̄(̄i, p̄)


;

Θna — нулевой столбец длины na;

FD2l̄ = F0(ψ0,−p̄(j0), ψ0,−p̄+1(j0), . . . , ψī,p̄−1(j0), ψī,p̄(j0))>.

Решение системы (13) имеет вид

WA = MA−1 · FD.
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4. Сравнение аналитического решения с решением по методу конечных

элементов. Для примера рассмотрим пластину и приводы со следующими значениями
параметров: a = 50 мм, h = 2,5 мм, E = 150 ГПа, ν = 0,3, na = 31, Kj = 2 · 107 Н/м,
F0 = 400 Н. Сумма ряда (4) взята до максимальных значений индексов ī = 12 и p̄ = 15.
План расположения приводов показан на рис. 1, b. Единицы измерения по осям — милли-
метры. Один привод расположен в центре круглой пластины; другие приводы находятся
на одном из трёх колец (не изображены на рисунке) на расстояниях от центра: 14, 28 и
42 мм.

На рис. 2 изображены характерные аналитически рассчитанные функции влияния

приводов. По горизонтальным осям указаны номера точек дискретизации. Единицы изме-
рения по вертикальной оси — микрометры.

Для сравнения с решением по МКЭ поставленная задача была смоделирована в систе-
ме конечно-элементного анализа ANSYS. Пластина моделировалась объектом типа Surface
Body, имеющим заданные толщину и значения физических констант (использовались обо-
лочечные конечные элементы типа SHELL181). Приводы моделировались упругими пру-
жинами, абсолютно жёстко упирающимися в некоторое основание (не показано на рисун-
ке) и расположены согласно выбранному плану. В первом случае численного расчёта они
имеют точечный контакт с пластиной, а во втором — контакт через площадки малого

радиуса. Сгенерирована конечно-элементная сетка достаточно высокой плотности со сгу-
щением в районе контакта пластины и пружин (во втором случае). На рис. 3 изображён
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Рис. 2. Характерные функции влияния приводов зеркала: a — центральный

привод, b — привод первого кольца, c — привод второго кольца, d — привод

третьего кольца
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Рис. 3. Фрагмент конечно-элементной модели круглой пластины и приводов в
ANSYS

Таб л иц а 1

Привод СКОAnalyt,
мкм

СКОDelta,
мкм

Уклонение

CKODelta

CKOAnalyt
· 100 %

Отличие

PVDelta

PVAnalyt
· 100 %

Центральный 1,38 0,019 1,4 % 3,5 %
Первого кольца 1,54 0,020 1,3 % 0,6 %
Второго кольца 1,70 0,031 1,8 % 0,6 %
Третьего кольца 3,38 0,027 0,8 % 0,22 %

фрагмент конечно-элементной модели круглой пластины.
В результате расчёта по МКЭ были получены функции влияния характерных при-

водов. Различие между аналитическим и численным решениями может быть оценено как
уклонение — отношение среднеквадратического отклонения (СКО) разности между ана-
литически и численно рассчитанными профилями к СКО аналитически рассчитанного

профиля. В табл. 1 во второй и третьей колонках даны значения СКО профиля прогиба

для аналитического решения (СКОAnalyt) и для разности между профилями аналитическо-
го и численного решений (СКОDelta) соответственно. Для полноты сравнения в последней
колонке приведены отличия в размахах профилей PV.

Из четвёртой колонки таблицы видно, что несоответствие между численным и анали-
тическим решениями составляет примерно 0,8–1,8 %, что можно считать очень хорошим
совпадением. Такой результат получился во втором случае, когда при численном модели-
ровании задавался не точечный контакт между концами пружин и пластиной, а контакт
по площадке малого радиуса; сетка в районе контакта была более густая. Если же рас-
сматривать первый случай моделирования с точечными контактами, то из-за эффекта
сингулярности наблюдается «протыкание» пластины и ошибка в расчёте увеличивается.
На рис. 4 на примере функции влияния центрального привода в более крупном по верти-
кальной оси масштабе приведены отклонения аналитического решения от численного для

двух случаев моделирования. Ошибка численного расчёта во втором случае уменьшается
более чем в 4 раза.

Близость численного решения при заданном неточечном контакте к аналитически рас-
считанной функции влияния свидетельствует о том, что решённая идеализированная зада-
ча с высокой точностью описывает реальные функции влияния приводов круглого зеркала

с малым, но технически достижимым поперечным размером толкателя. Таким образом, ре-
шённая задача позволяет с хорошей точностью моделировать работу деформируемых зер-
кал в задачах адаптивной оптики, в том числе в различных алгоритмах управления [21, 22].
Добавим к вышесказанному, что разница между аналитическим и численным решениями
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Рис. 4. Отклонение аналитически рассчитанной функции влияния от численно

рассчитанной функции влияния (центральный привод): a — численное моделиро-
вание с точечным контактом; b — численное моделирование с контактом через

площадку радиусом 1 мм

становится ещё меньше при уменьшении коэффициента Пуассона материала пластины.
5. Обобщение аналитического решения. Для воспроизведения целевой формы

волнового фронта оптической поверхностью ДЗ используется суперпозиция функций вли-
яния всех приводов. Предварительно решается задача наилучшей аппроксимации фронта
по базису функций влияния. В результате определяются соответствующие электрические
напряжения, вызывающие при подаче на приводы внутренние силы на растяжение Fj .
Прогиб ДЗ вычисляется суммированием всех функций влияния w〈j〉 с соответствующими
коэффициентами A〈j〉, пропорциональными Fj :

M(r, θ) =
na∑
j=1

A〈j〉w〈j〉(r, θ). (14)

Альтернативно суммированию в расчёте можно сразу получить решение для случая,
когда на все приводы подаются напряжения, вызывающие соответствующие внутренние
усилия Fj в каждом приводе. Для этого при постановке задачи формулу (3) нужно видо-
изменить:

q(r, θ) =
na∑
j=1

(Fj −Kjwj)δ(r− rj).

После преобразований правая часть формулы (11) изменится:

na∑
j=1

Kjψi0,p0(j)wj +
ī∑
i=0

p̄∑
p=−p̄

δi,i0δp,p0

(λi,p
a

)4
πa2Dαi,p =

na∑
j=1

Fjψi0,p0(j).

В формуле (13) поменяется вторая часть столбца свободных членов — FD2:

FD2l̄ =
( na∑
j=1

Fjψ0,−p̄(j),
na∑
j=1

Fjψ0,−p̄+1(j), . . . ,
na∑
j=1

Fjψ0,p̄−1(j),
na∑
j=1

Fjψ0,p̄(j)
)>
.



78 АВТОМЕТРИЯ. 2021. Т. 57, № 1

Далее решение определится по тем же формулам, как и для отдельных функций влия-
ния. Таким образом, при необходимости можно сразу рассчитывать профиль поверхности
зеркала, рассмотрев общий случай одновременного срабатывания всех приводов.

Заключение. В данной работе получено аналитическое решение задачи прогиба тон-
кой круглой пластины со свободным краем при сосредоточенном воздействии приводов, де-
формация которых подчиняется закону Гука. Проверено, что для рассчитанных функций
влияния отсутствует «ошибка совместного действия» (pinning error [1]). Если жёстко-
сти всех приводов одинаковы и в каждом из них в отдельности развивается одинаковая

растягивающая сила, то суперпозиция всех их функций влияния даст прогиб в виде парал-
лельного сдвига пластины на величину, получающуюся из закона Гука для деформации
одного привода под действием этой внутренней растягивающей силы.

Несмотря на то что для получения результата в качестве уравнений не использовались

условия равновесия, выражающиеся в равенстве нулю суммы сил, а также моментов сил
относительно осей x и y, действующих на пластину (см. например, [7, 8]), тем не менее
эти соотношения выполняются с высокой точностью. Среди всех рассмотренных случаев
в разд. 3 максимальная численная ошибка была менее 0,07 %.

С помощью сравнения с расчётом по МКЭ произведена верификация полученного ре-
зультата. Показано, что найденное аналитическое решение с хорошей точностью подходит
для расчёта функций влияния приводов круглого деформируемого зеркала. При этом кон-
такт должен быть не точечным, а осуществляться через небольшую круглую площадку.
В противном случае при проверочном численном расчёте будут получены неверные ре-
зультаты.
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