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Рассмотрены вопросы, связанные с измерением информационных параметров обрабаты-
ваемого сигнала, отражённого от лоцируемого объекта, на фоне аддитивных негауссовс-
ких коррелированных помех. Показано, что в случае воздействия негауссовской коррели-
рованной помехи увеличение коэффициента корреляции способствует росту обобщённого

отношения сигнал/помеха, что, в свою очередь, повышает точность измерения парамет-
ров сигнала. Полученные зависимости подтверждают, что на погрешность измерения ин-
формационных параметров сигнала влияет не только величина обобщённого отношения

сигнал/помеха, но и учёт негауссовского характера воздействующей аддитивной помехи,
которая приводит к значительному улучшению точности измерения этих параметров.
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Введение. В большинстве работ, посвящённых вопросам измерения (оценки) инфор-
мационных параметров сигналов, считалось, что на полезный сигнал воздействует адди-
тивная помеха, описываемая, как правило, гауссовской плотностью распределения вероят-
ности (ПРВ). Однако, как показывают проведённые исследования [1–5], принимаемый ра-
диотехническим измерителем сигнал подвержен воздействию аддитивных помех, имею-
щих ярко выраженный негауссовский характер. Для радиолокации, радионавигации, теле-
метрии и радиоизмерительной техники представляет значительный интерес получение оп-
тимальной оценки параметров обрабатываемых сигналов при наличии помех с произволь-
ной ПРВ.

Целью данной работы является оценка информационных параметров полезного сигна-
ла, содержащих сведения о параметрах движения лоцируемого объекта, при воздействии
на сигнал коррелированных негауссовских аддитивных помех.

Проведём оценку информационных параметров по методу максимума апостериорной

ПРВ. Для определения количественных оценок измеряемых параметров используем ниж-
ние границы неравенства Крамера— Рао [6]. Влияние негауссовских аддитивных помех на
точность измерения будем оценивать отношением дисперсии погрешности измерения при

наличии аддитивных помех к дисперсии погрешности измерения, если эти помехи носят
гауссовский характер. Отметим, что оценке будут подлежать только неэнергетические ин-
формационные параметры полезного сигнала. При этом считается, что оценки являются
функциями достаточных статистик и обладают асимптотическими свойствами состоя-
тельности, несмещённости и нормальности.
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Оценка информационного параметра полезного сигнала на фоне коррелиро-
ванной негауссовской помехи. Известно, что оценка λ̂ случайного информационного
параметра λ полезного сигнала s(λ, t) по максимуму апостериорной ПРВ находится из

уравнения

dWy(λ)

dλ

∣∣∣
λ= λ̂

= 0.

Учитывая, что Wy(λ) = CWλ(λ)Wn(λ), где C — постоянная нормировки, Wλ(λ) —
априорная ПРВ, Wn(λ) — функция правдоподобия, запишем

dWy(λ)

dλ

∣∣∣
λ= λ̂

=
[d lnWn(λ)

dλ
+
d lnWλ(λ)

dλ

]∣∣∣
λ= λ̂

= 0,

откуда в соответствии с теоремой Крамера — Рао дисперсия любой несмещённой оценки

информационного параметра определяется неравенством [6]

M〈(λ̂− λ)2〉 ≥
[
−M

〈d2 lnWn(λ)

dλ2

〉
−M

〈d2 lnWλ(λ)

dλ2

〉]−1
,

где усреднение осуществляется по результатам наблюдения и характеристикам случай-
ного информационного параметра λ.

Используя понятие количества информации по Фишеру [7] IλF = −M
〈
d2 lnWλ(λ)

dλ2

〉
, пре-

образуем последнее выражение к виду M〈(λ̂ − λ)2〉 ≥
[
−M

〈
d2 lnWn(λ)

dλ2

〉
+ IλF

]−1
и будем

применять его далее.
Рассмотрим случай, когда информационный параметр λ оценивается на фоне корре-

лированной в общем случае негауссовской помехи n.
Пусть на вход радиотехнического измерителя поступают аддитивная смесь yh(th) по-

лезного сигнала s(λ, th), несущего информацию об одном из интересующих нас параметров
движения лоцируемого объекта λ, и аддитивная негауссовская коррелированная помеха
n(th): yh(th) = s(λ, th) + n(th).

Будем считать, что помеха описывается переходной ПРВ Wn(nh |nh− 1). Измерение

(оценка) информационного параметра λ̂ ведётся в дискретном времени наблюдения на

интервале [0, T ], причём λ̂h = λ̂h− 1 = λ̂.
Логарифм функции правдоподобия существует и определяется выражением

Bn(n) = lnWn{yh − s(λ̂, th) | yh− 1 − s(λ̂, th− 1)}, (1)

где yh− i − s(λ̂, th− i) = nh− i, i = 0, 1. При этом функция правдоподобия удовлетворяет
условиям регулярности [8]〈 ∂

∂λ̂
lnWn{yh − s(λ̂, th) | yh− 1 − s(λ̂, th− 1)}

〉
= 0, (2)

〈 ∂

∂λ̂2
lnWn{yh − s(λ̂, th) | yh− 1 − s(λ̂, th− 1)}

〉
=

=
〈[ ∂
∂λ̂

lnWn{yh − s(λ̂, th) | yh− 1 − s(λ̂, th− 1)}
]2〉

.

(3)
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Запишем производную логарифма функции правдоподобия (1) по информационному
параметру в виде 〈 ∂

∂λ̂
lnWn{yh − s(λ̂, th) | yh− 1 − s(λ̂, th− 1)}

〉
=

= H−1
H∑
h= 1

[
− d

dnh
lnWn(nh |nh− 1)s′λ(λ̂, th)− d

dnh− 1
lnWn(nh |nh− 1)s′λ(λ̂, th)

]
=

= H−1
H∑
h= 1

[−Bn′
nh
s′λ(λ̂, th)−Bn′

nh− 1
s′λ(λ̂, th− 1)]. (4)

Заметим, что соотношение (2) выполняется, если〈 d

dnh− i
lnWn(nh |nh− i)

〉
= 0, i = 0, 1. (5)

С учётом соотношений (3), (5), дифференцируя (4), будем иметь〈 ∂

∂λ̂2
lnWn{yh − s(λ̂, th) | yh− 1 − s(λ̂, th− 1)}

〉
= H−1

H∑
h= 1

[Bn′′
nh, h

[s′λ(λ̂, th)]2 +

+ 2Bn′′
nh, h− 1

[s′λ(λ̂, th)s′λ(λ̂, th− 1)] +Bn′′
nh− 1, h− 1

[s′λ(λ̂, th− 1)]2]. (6)

Усреднив (6) не только по множеству, но и по времени и используя результаты, по-
лученные в [6], преобразуем (6) к виду

˜̄B
n′′

λ = Inn11P11 + 2Inn12P12 + Inn22P22. (7)

Правая часть (7) согласно [9] представляет собой след матрицы IP :

tr[IP ] =
2∑

i= 1

2∑
j= 1

IijPij , i, j = 1, 2,

где Iij = Innα, β (α, β = 1, 2) — составляющие информационной матрицы Фишера относи-

тельно аддитивной помехи, заключённые в переходной ПРВWn(nh |nh− i); Pij — элементы

матрицы ‖P‖:

i = j: Pij = Ps′ = lim
H→∞

H−1
H∑
h= 1

[s′]2i ; i 6= j: Pij = Ps′ = lim
H→∞

H−1
H∑
h= 1

[s′is
′
j ], i, j = 1, 2.

С учётом этих формул (7) можно представить в виде ˜̄B
n′′

λ = tr[IP ]. Тогда выражение
для нижней границы неравенства Крамера — Рао в общем случае запишется как

σ2
λ̂c
≥ [tr[IP ] + IλF ]−1, (8)

где σ2
λ̂c

— дисперсия измерения информационного параметра сигнала.
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При оценке измеряемого параметра методом максимального правдоподобия выражение

(8) переходит в неравенство

σ2
λ̂c
≥ [tr[IP ]]−1. (9)

Пусть на сигнал воздействует гауссовская коррелированная помеха с переходной ПРВ:

Wn(nh |nh− 1) = [2πσnh(1− r2
nh

)]−0,5 exp{−(nh − σnhσ
−1
nh− 1

rnhnh− 1)2(2σnh(1− r2
nh

)]−1)},

где σ2
nh
и σ2

nh− 1
— дисперсии величины на шагах h и h − 1 соответственно; rnh — ко-

эффициент корреляции выборок nh и nh− 1. Тогда информационная матрица Фишера для
гауссовского случайного процесса n(t), заданного переходной ПРВ Wn(nh |nh− 1), приоб-
ретает вид [6, 9]

‖IFg‖ =

∥∥∥∥∥ IF11 IF12

IF21 IF22

∥∥∥∥∥ = [σ2
n(1− r2

n)]−1

∥∥∥∥∥ 1 −rn
−rn r2

n

∥∥∥∥∥ ,
где σ2

n — дисперсия, а rn — коэффициент корреляции случайного процесса n(t).
Элементы матрицы ‖P‖ можно найти исходя из выражений [6, 9]:

P11 = lim
H→∞

H−1
H∑
h= 1

[s′λ(λ̂, th)]2,

P11 = P21 = lim
H→∞

H−1
H∑
h= 1

[s′λ(λ̂, th)s′λ(λ̂, th− 1)], P22 = lim
H→∞

H−1
H∑
h= 1

[s′λ(λ̂, th− 1)]2.

После несложных математических преобразований (9) запишем как

σ2
λ̂c
≥ {[s′λ(λ̂, th)− rns′λ(λ̂, th− 1)]2/σ2

n(1− r2
n)}−1 = {[∆sh]2/σ2

n(1− r2
n)}−1. (10)

Данное выражение полностью совпадает с полученным в работах [2, 10] для случая кор-
релированных гауссовских (g) помех.

Перепишем (10) в виде σ2
λ̂c
≥ [ρg c]

−1, где ρg c = [∆sh]2/σ2
n(1 − r2

n) — величина, игра-

ющая роль отношения сигнал/помеха (ОСП) при измерении информационного параметра
на фоне гауссовской аддитивной помехи с дисперсией σ2

n и коэффициентом корреляции rn.
В работе [11] показано, что величину ρg c необходимо рассматривать в спектральном

представлении ρg c =
0,5

π

π/∆t∫
−π/∆t

|ss(ω)|2

sn(ω)
dω, в котором |ss(ω)| — амплитудный спектр сиг-

нала; sn(ω) — энергетический спектр помехи; ∆t = h− (h− 1).
Оценка информационного параметра полезного сигнала на фоне сильно кор-

релированной негауссовской помехи. В случае, если аддитивная помеха сильно кор-
релирована (rn → 1), т. е. спектр sn(ω) у́же спектра |ss(ω)|, получаем согласно [2]

|ss(ω)| � 1

2πsn(0)

π/∆t∫
−π/∆t

|ss(ω)|2dω = Ps′σ
−2
n , (11)

где Ps′σ
−2
n = ρg nc — обобщённое ОСП при воздействии аддитивной гауссовской некорре-

лированной помехи.
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Как видно из (11),

ρg c � ρg nc, (12)

следовательно,

σ2
λ̂g c
� σ2

λ̂g nc
. (13)

Таким образом, рост коэффициента корреляции приводит к увеличению обобщённого

ОСП, что, в свою очередь, уменьшает погрешность и повышает точность измерения ин-
формационного параметра.

Воспользовавшись результатами [10], введём соотношение

µ = InF /I
n
Fg , (14)

характеризующее предельную эффективность измерения информационного параметра λ̂
на фоне негауссовской помехи с переходной ПРВ Wn(nh |nh− 1) в сравнении с оценкой при
воздействии гауссовской помехи, для которой дисперсия σ2

n и коэффициент корреляции

rn совпадают с дисперсией и коэффициентом корреляции коррелированной гауссовской
помехи.

Напомним, что величина InF зависит от вида ПРВ Wn(nh |nh− 1), причём чем больше
ПРВ отличается от гауссовской, тем больше величина коэффициента µ. Для гауссовской
переходной ПРВ InFg = [s′λ(λ̂, th)− rns′λ(λ̂, th− 1)]2/σ2

n(1− r2
n).

С учётом (9), (10) и полученного соотношения отметим, что при воздействии на полез-
ный сигнал негауссовской коррелированной помехи апостериорная погрешность измерения

(оценки) информационного параметра будет определяться следующим выражением:

σ2
λ̂ng c

≥ [µtr[IP ]]−1 = {[s′λ(λ̂, th)− rns′λ(λ̂, th− 1)]2/µσ2
n(1− r2

n)}−1.

Следовательно, как видно из этого неравенства, с увеличением отличия переходной ПРВ
Wn(nh |nh− 1) от гауссовской точность измеряемого параметра возрастает.

Отметим, что согласно [3, 10] µ ≥ 1 и с учётом неравенств (12) и (13) получаем при
воздействии коррелированной негауссовской помехи апостериорную дисперсию измерения

информационного параметра σ2
λ̂ng c

всегда меньше, чем апостериорная дисперсия при воз-

действии той же негауссовской помехи, но имеющей некоррелированный характер σ2
λ̂ng nc

,

т. е. σ2
λ̂ng nc

� σ2
λ̂ng c

.

Определение влияния параметров ПРВ коррелированной негауссовской по-
мехи на оценку информационного параметра полезного сигнала. Рассмотрим вли-
яние величины коэффициента µ на оценку информационного параметра на примере при-
ведённой погрешности измерения δ2

λ̂
= σ2

λ̂ν
/σ2

λ̂g c
, в которой σ2

λ̂ν
— апостериорная погреш-

ность измерения при воздействии коррелированной негауссовской помехи, описываемой
переходной ПРВ:

Wn(nh |nh− 1) =
ν

2Γ(ν−1)σ

[ Γ(3/ν)

(1− r2)Γ(ν−1)

]0,5
×

× exp
{
−
[ Γ(3/ν)

(1− r2)Γ(ν−1)

]ν/2[ |nh − rnh− 1|ν

σν

]}
(15)

(Γ(·) — гамма-функция).
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В этом случае согласно (14) и тому, что для ПРВ (15) информационная матрица
принимает вид [3]

‖IF‖ =
ν(ν − 1)Γ(3/ν)Γ(1− ν−1)

σ2
nΓ2(1/ν)(1− r2

n)

∥∥∥∥∥ 1 −rn
−rn r2

n

∥∥∥∥∥ = A(ν)IFg ,

где A(ν) = ν(ν− 1)Γ(3/ν)Γ(1− ν−1)/Γ2(1/ν); ν ≥ 2 — константа, зависящая от параметра
распределения, значение коэффициента µ будет определяться как

µ =
InF
InFg

A(ν) =
ν(ν − 1)Γ(3/ν)Γ(1− ν−1)

Γ2(ν−1)
.

На рисунке показаны зависимости элементов матрицы IFij при воздействии коррели-

рованной негауссовской помехи от параметров ПРВ: IF11 , IF22 (a) и IF12 (b).
Запишем выражение для приведённой погрешности:

δ2
λ̂

= [µρ]−1 = {Γ2(ν−1)/[ν(ν − 1)Γ(3/ν)Γ(1− ν−1)]ρ},

где ρ = ρν/ρg c, ρν — обобщённое ОСП при действии негауссовской помехи с ПРВ (15).
Напомним, что при ν = 2 ПРВ вида (15) переходит в гауссовское, при этом, как видно

из (14), µ = 1.
В [3] представлены зависимости, из которых следует, что на приведённую погреш-

ность измерения информационного параметра влияет не только величина ρ, играющая
роль обобщённого ОСП, но и параметр ν, определяющий значение µ. Чем больше ν отли-
чается от 2 (µ = 1), тем меньше величина погрешности.

Повторив вышеизложенные рассуждения о совместной оценке нескольких информаци-
онных параметров сигнала на фоне коррелированной в общем случае негауссовской помехи,
приходим к выводу, что предельная эффективность измерения (оценки) (см. (14)) в этом
случае такая же, как и при измерении одного информационного параметра.

IF rn

v

rn
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Заключение. В данной работе осуществлено измерение (оценка) точности информа-
ционных параметров обрабатываемых сигналов в условиях воздействия негауссовских по-
мех с произвольной плотностью распределения вероятности. Показано, что учёт негауссов-
ского характера воздействующей аддитивной помехи, а также её корреляционных свойств,
приводящий к увеличению обобщённого отношения сигнал/помеха, повышает точность
измерения параметров сигнала.
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