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Â ðàìêàõ C-ïîäõîäà ðàññìîòðåíû íåïàðàìåòðè÷åñêèå (ÿäåðíûå) îöåíêè ïëîò-
íîñòè âåðîÿòíîñòè f x( ) ïî âûáîðêå êîíå÷íîãî îáúåìà. Ââîäèòñÿ â ðàññìîòðå-
íèå ïàðàìåòð ãëàäêîñòè� îöåíèâàåìîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè. Â ñëó÷àå� � 2
óêàçàíà âîçìîæíîñòü óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè îöåíêè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè
f xn ( ) ê ôóíêöèè f x( ) çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ çíàêîïåðåìåííûõ âåñîâûõ ôóíê-

öèé (âåñîâûõ ôóíêöèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ). Ñ àíàëîãè÷íûõ ïîçèöèé î÷åíü êî-
ðîòêî ðàññìîòðåíû îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, íåïàðàìåòðè÷å-
ñêàÿ (ÿäåðíàÿ) îöåíêà, ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü îöåíêè ñ ðîñòîì îáúåìà âû-
áîðêè.

Ââåäåíèå. Ïðåäëàãàåìàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì [1], â êîòîðîé
ðàññìàòðèâàëèñü íåïàðàìåòðè÷åñêèå îöåíêè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè è åå
ïðîèçâîäíûõ äî òðåòüåãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Îñíîâíîå èõ îòëè÷èå ñî-
ñòîèò òîì, ÷òî îöåíêè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïðåäñòàâëÿþòñÿ çäåñü â ðàìêàõ
óæå íå L2-ïîäõîäà, à C-ïîäõîäà. Íàïîìíèì, ÷òî ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ôóíêöèé f xn ( ) ê ôóíêöèè f x( ) â ðàìêàõ C-ïîäõîäà îçíà÷àåò åå ðàâíî-
ìåðíóþ ñõîäèìîñòü â ïðåäåëàõ çàäàííîãî îòðåçêà [ , ]a b [2–7]. Â äàëüíåéøåì
îöåíèâàåìóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü çàäàííîé íà âñåé áåñ-
êîíå÷íîé ïðÿìîé, ïîýòîìó îòðåçîê [ , ]a b ïðåîáðàçóåòñÿ çäåñü â ìíîæåñòâî
R � �� �( , ).

Åùå îäíî (ìåíåå ñóùåñòâåííîå) îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ îöåíèâà-
åìîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè èñïîëüçóåòñÿ äðóãîå îáîçíà÷åíèå. Äåëî â òîì,
÷òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé îò
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðàÿ ïðàêòè÷åñêè âñåãäà â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòà-
òèñòèêå îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì F x( ). Â ðàáîòå [1] ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
F x( ) íèêîèì îáðàçîì íå èñïîëüçîâàëàñü, ïîýòîìó îáîçíà÷åíèå p x( ) äëÿ îöå-
íèâàåìîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè íå ìîãëî ïðèâåñòè ê íåäîðàçóìåíèþ. Ïî-
ñêîëüêó â äàííîé ðàáîòå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F x( ) èñïîëüçóåòñÿ â ïîñëå-
äóþùèõ âûêëàäêàõ, îáîçíà÷åíèå p x( ) äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñòàíîâèò-
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ñÿ íåóäîáíûì. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè – ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ F x( ) � áóäåì îáîçíà÷àòü äàëåå f x( ).

×òî æå êàñàåòñÿ âîçìîæíîñòåé ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ïðåäëàãàå-
ìûõ ìåòîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ, òî äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà îáçîð
[8] è ìîíîãðàôèè [9–13].

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Òåîðåìû î ñõîäèìîñòè îöåíîê ïëîòíîñòè âå-
ðîÿòíîñòè è åå ïðîèçâîäíîé. Èòàê, ïóñòü

X X X n1 2, , ... , (1)

– âûáîðêà èç n íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ñ ôóíêöèåé
ðàñïðåäåëåíèÿ

F x f y dy

x

( ) ( ) .�
��
�

×åðåç F xn ( ) îáîçíà÷èì ýìïèðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñòðîåí-
íóþ íà îñíîâàíèè âûáîðêè. Îòíîñèòåëüíî ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè f x( ) áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíà äèôôåðåíöèðóåìà r ðàç ( , , ... )r �0 1 è åå r-ÿ ïðîèç-
âîäíàÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé èç êëàññà Lip� , ãäå 0 1	 
� . Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò,
÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê x� è ��x íà ïðÿìîé x âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f x f x M x xr r( ) ( )( ) ( ) ,� � �� 
 � � �� � (2)

ãäå M – íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Âåëè÷èíó � �� �r áóäåì íàçûâàòü ïàðàìåò-
ðîì ãëàäêîñòè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè f x( ). Óñëîâèìñÿ òàêæå, ÷òî ñèìâîë
«~»îáîçíà÷àåò äàëåå ïðîïîðöèîíàëüíîñòü äâóõ âåëè÷èí, à óãëîâûå ñêîáêè 

ñëóæàò ñèìâîëîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Îöåíêó ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè f x( )ïî âûáîðêå (1) áóäåì èñêàòü â âèäå
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ãäå hn – íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî

lim ,
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à K x x( ), ,�� 	 	 � – íåêîòîðàÿ ÷åòíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿ-
þùàÿ óñëîâèÿì K x( ) ,�0 åñëè x �1, è

G K K x dx0

0

1

1

2
( ) ( ) .� �� (3)

Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ K x( ) èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîä-
íóþ íà îòðåçêå [ , ].�1 1
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Âïîñëåäñòâèè áóäåì íàêëàäûâàòü íà ôóíêöèþ K x( ) äîïîëíèòåëüíûå óñ-
ëîâèÿ, âûðàæàåìûå ÷åðåç ôóíêöèîíàëû âèäà

G K x K x dx�
� �( ) ( ) , .� ��

0

1

0

Òåîðåìà 1. Ïóñòü çàäàí ïàðàìåòð ãëàäêîñòè ��0. Âûáåðåì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü hn òàê, ÷òîáû îíà óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ

hn

n

n
~ .

lnln
[ ( )]
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�1 2 1 �

(4)

Îò ôóíêöèè K x( ) ïîòðåáóåì, ÷òîáû îíà óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ (3) è â
ñëó÷àå 2 2 1l l	 
 �� ( ), ãäå l – öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, äîïîëíèòåëüíîìó
óñëîâèþ

G K G K G Kl2 4 2 0( ) ( ) ... ( ) .� � � � (5)

Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

sup
x

n n nf x f x( ) ( ) ,� 
 �� � (7)

ãäå

� n
x

nf x f x� �sup ( ) ( ) ; � n
x

n nf x f x� �sup ( ) ( ) . (8)

Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ âåëè÷èíû � n. Ïðåäñòàâèì îòäåëüíî äâà ñëó÷àÿ:
r �1è r �0.

Åñëè r �1,òî, ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè f x( ) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà
ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà, íàõîäèì
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Çäåñü òî÷êà� �� ( )y ëåæèò ãäå-òî âíóòðè èíòåðâàëà, îãðàíè÷åííîãî òî÷êàìè x
è y. Òàê êàê (â ñèëó ÷åòíîñòè ôóíêöèè K x( ) è ïðåäïîëîæåíèÿ (5))
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òî ñîîòíîøåíèå (9) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
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Îòñþäà â ñîîòâåòñòâèè ñ (2) è (8) ñëåäóåò, ÷òî
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Åñëè æå r �0, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäïîëîæåíèåì (2)
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è, ñëåäîâàòåëüíî,

� �
�n nMh G K
 2 (| | ).

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ïî ïðèíÿòîìó â àëãåáðå îïðåäåëåíèþ 0 1! ,� òî îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëà (10) âåðíà íå òîëüêî ïðè r �1, íî è ïðè r �0.

×òî æå êàñàåòñÿ âåëè÷èíû �n , òî, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [14],

� �n n
x

nh F x F x
 ��1 sup ( ) ( ) , (11)

ãäå

� � �
�
� K x dx( ) .

1

1

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíîæèòåëü sup
x

nF x F x( ) ( )� â ïðàâîé ÷àñòè íåðà-

âåíñòâà (11). Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðàáîò [15–17] ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
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x

nF x F x O
n

n
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êàêîé áû íè áûëà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F x( ).
Èç ñîîòíîøåíèé (11) è (12) î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò, ÷òî ñ âåðî-
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Ñîïîñòàâëÿÿ òåïåðü ñîîòíîøåíèÿ (4), (7), (10) è (13), ïðèõîäèì ê óòâåðæ-
äåíèþ òåîðåìû.

Â êà÷åñòâå íåáîëüøîãî êîììåíòàðèÿ ê òåîðåìå 1 óêàæåì íà òî îáñòîÿ-
òåëüñòâî, ÷òî ÿäðà (âåñîâûå ôóíêöèè) K x( ), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (5)
ïðè � �2, çíàêîïåðåìåííû. Èõ èñïîëüçîâàíèå äèêòóåòñÿ ñòðåìëåíèåì
óìåíüøèòü ñìåùåíèå îöåíêè f xn ( )è â êîíå÷íîì ñ÷åòå óëó÷øèòü ñêîðîñòü åå
ñõîäèìîñòè ê ôóíêöèè f x( ) â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
C. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî, îãðàíè÷èâàÿñü ïðèìåíåíèåì ëèøü íåîòðèöàòåëü-
íûõ âåñîâûõ ôóíêöèé K x( ),ïðè âñåõ� � 2íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü íè÷åãî ëó÷-
øåãî, ÷åì

sup
x

nf x f x O
n

n
( ) ( ) .

lnln� � �
�
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

1 3

(14)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè (6) îêàçûâàåòñÿ áîëåå âûñîêîé, ÷åì
(14), åñëè � �2.

Ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèåñÿ îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè
ìîæíî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íûõ ïðèåìîâ. Êîðîòêî ðàññìîòðèì
îöåíêó ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f x( ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî � �� � �r 1.
Îöåíêó âåëè÷èíû f x�( ) ïî âûáîðêå (1) áóäåì èñêàòü â âèäå
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ãäå hn – íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî
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à N x x( ), ,�� 	 	 � – íåêîòîðàÿ íå÷åòíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óñëîâèÿì N x( ) ,�0 åñëè x � 1, è

G N x N x dx1

0

1

1

2
( ) ( ) .� �� (15)

Êðîìå òîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ N x( ) èìååò íåïðåðûâíóþ
ïðîèçâîäíóþ íà îòðåçêå [ , ].�1 1

Òåîðåìà 2. Ïóñòü çàäàí ïàðàìåòð ãëàäêîñòè � �1. Âûáåðåì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü hn òàê, ÷òîáû îíà óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ (4).

Îò ôóíêöèè N x( ) ïîòðåáóåì, ÷òîáû îíà óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ (15) è â
ñëó÷àå 2 1 2 1l l� 	 
 �� , ãäå l – öåëîå ÷èñëî, áîëüøåå 1, äîïîëíèòåëüíîìó
óñëîâèþ

G N G N G Nl3 5 2 1 0( ) ( ) ... ( ) .� � � ��
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îïóñêàåì, òàê êàê îíî ðåàëèçóåòñÿ ïî òîé æå
ñõåìå, ÷òî è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.

Â ñëó÷àå îöåíèâàíèÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè f x( )
âûáîð ÿäðà (âåñîâîé ôóíêöèè) ñíîâà áóäåò çàâèñåòü îò ïðåäïîëàãàåìîãî çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðà ãëàäêîñòè �. Åñëè, â ÷àñòíîñòè, �� 4, òî âñåãäà ìîæíî äî-
ñòè÷ü óëó÷øåíèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè îöåíêè ôóíêöèè ��f x( )çà ñ÷åò èñ-
ïîëüçîâàíèÿ âåñîâûõ ôóíêöèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ (ñð. òåîðåìû 1 è 2).

Êðîìå òîãî, óêàæåì íà ðàáîòû [18–23], â êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû íàáîðû
âåñîâûõ ôóíêöèé, ïîçâîëÿþùèå ñòðîèòü íåïàðàìåòðè÷åñêèå îöåíêè ñàìîé
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè è åå ïðîèçâîäíûõ. Ñëåäóåò, îäíàêî, èìåòü â âèäó, ÷òî
âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíåíèå âåñîâûõ ôóíêöèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ ñòàíîâèòñÿ
öåëåñîîáðàçíûì ëèøü ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ (õîòÿ è íå àñòðîíîìè÷åñêèõ)
çíà÷åíèÿõ îáúåìà âûáîðêè n.Åñëè æå îáúåì âûáîðêè íåâåëèê (íàïðèìåð, íå
ïðåâîñõîäèò íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ), òî îò ïðèìåíåíèÿ âåñîâûõ ôóíêöèé âûñ-
øèõ ïîðÿäêîâ ëó÷øå âîçäåðæàòüñÿ. Àíàëîãè÷íûå ðåêîìåíäàöèè áûëè ñôîð-
ìóëèðîâàíû â ðàáîòàõ [24, 25], ïîñâÿùåííûõ ñïåêòðàëüíîìó è áèñïåêòðàëü-
íîìó îöåíèâàíèþ.

Çàêëþ÷åíèå. Êðèòåðèè êà÷åñòâà ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíîê ïëîòíîñòè âå-
ðîÿòíîñòè, ëåæàùèå â îñíîâå L2-ïîäõîäà è C-ïîäõîäà, ðàçóìååòñÿ, íå ÿâëÿ-
þòñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæíûìè. Øèðîêî èçâåñòåí, íàïðèìåð, L1-ïîäõîä [26],
â ðàìêàõ êîòîðîãî îøèáêà îöåíèâàíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè f x( )îïèñûâà-
åòñÿ âåëè÷èíîé

f x f x dxn ( ) ( ) .�
��

�

�

Èçâåñòíû òàêæå «âçâåøåííûå» L1- è L2-ïîäõîäû, â ðàìêàõ êîòîðûõ
îøèáêà îöåíèâàíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè îïèñûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âå-
ëè÷èíàìè

f x f x f x dx f x f x f x dxn n( ) ( ) ( ) , [ ( ) ( )] ( ) .� �
��

�

��

�

� � 2

Êðàòêîå îáñóæäåíèå âîïðîñîâ, êàñàþùèõñÿ äâóõ ïîñëåäíèõ ïîäõîäîâ, ïðåä-
ñòàâëåíî â [27].

Íàêîíåö, â îñíîâå ïîäõîäà, èçáðàííîãî àâòîðàìè ðàáîòû [28], ëåæèò
ðàññòîÿíèå Õåëëèíãåðà

H f f f x f x dxn n( , ) ( ) ( ) .� �
�

�
�

 

!
"

��

�

�
2

Âûáîð òîãî èëè èíîãî êðèòåðèÿ êà÷åñòâà îöåíêè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè
îñòàåòñÿ çà ÷èòàòåëåì. Âûáîð êðèòåðèÿ êà÷åñòâà îöåíêè, â ñâîþ î÷åðåäü, îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëÿåò âûáîð ïîäõîäà ê åå ïîñòðîåíèþ. Íàïðèìåð, åñëè èç-
áðàííûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà îöåíêè ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèå Õåëëèíãåðà, òî
íóæíî èñêëþ÷èòü âîçìîæíîñòü ïîÿâëåíèÿ îòðèöàòåëüíîé îöåíêè ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòè.
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