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Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðîöåññà àâòîðåãðåññèè ïîðÿäêà pïðè èñïîëüçîâàíèè îïòè-
ìàëüíîãî ïî ìèíèìóìó ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè ïðîãíîçà è ïðè èçâåñò-
íûõ àâòîðåãðåññèîííûõ êîýôôèöèåíòàõ âðåìÿ ïðåäñêàçóåìîñòè ìîæåò ïðåâû-
øàòü âðåìÿ êîððåëÿöèè â p ðàç äëÿ ñàìîãî ëó÷øåãî ñî÷åòàíèÿ àâòîðåãðåññèîí-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ââåäåíèå. Ìîäåëü ëèíåéíîãî ïðîöåññà àâòîðåãðåññèè p-ãî ïîðÿäêà
( ( ))ÀÐ p øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ
â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ èññëåäîâàíèé, â òîì ÷èñëå ïðè îáðàáîòêå ñèã-
íàëîâ è àíàëèçå âðåìåííûõ ðÿäîâ ðàçëè÷íîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû. Ýòî îáú-
ÿñíÿåòñÿ âîçìîæíîñòüþ îïèñàíèÿ ïðîöåññîì ÀÐ( )p ïðàêòè÷åñêè ëþáîãî
ëèíåéíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ, ðàçâèòîé òåõíèêîé
ïîäãîíêè ïðîöåññîâ ÀÐ( )p ê íàáëþäàåìûì äàííûì, ïðîñòîòîé ìîäåëèðîâà-
íèÿ è ëåãêîñòüþ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñ èõ ïîìîùüþ [1]. Â ðàáîòàõ [2, 3] ïîêàçà-
íî íà ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ, ÷òî âðåìÿ ïðåäñêàçóåìîñòè � pred ñàìûõ
ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè àâòîðåãðåññèîí-
íîãî ïðîãíîçà íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü âðåìÿ êîððåëÿöèè �cor áîëåå, ÷åì â
1,1–1,4 ðàçà. Îäíàêî â [4, 5] äëÿ ëèíåéíûõ ïðîöåññîâ ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî è
àâòîðåãðåññèè–ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âðåìÿ ïðåäñêàçó-
åìîñòè ìîæåò çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàòü âðåìÿ êîððåëÿöèè äëÿ áîëüøèõ ïî-
ðÿäêîâ ìîäåëåé. Â ñâÿçè ñ øèðîêîé ðàñïðîñòðàíåííîñòüþ â ðàçëè÷íûõ ïðè-
ëîæåíèÿõ ìîäåëè ïðîöåññà ÀÐ( )p ïðåäñòàâëÿåò ïðàêòè÷åñêèé è òåîðåòè÷å-
ñêèé èíòåðåñ ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó åãî âðåìåíåì
ïðåäñêàçóåìîñòè è âðåìåíåì êîððåëÿöèè.

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ñòàâèòñÿ öåëü ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëèíåéíûõ ïðî-
öåññîâ àâòîðåãðåññèè âðåìÿ ïðåäñêàçóåìîñòè ìîæåò çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàòü
âðåìÿ êîððåëÿöèè, ïðè÷åì ýòî ïðåâûøåíèå òåì çíà÷èòåëüíåå, ÷åì áîëüøå
ïîðÿäîê p ïðîöåññà ÀÐ( ).p

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü íàáëþäàåìûé ñëó÷àéíûé ñòàöèîíàðíûé
ïðîöåññ y tt , { , , , ...},� � �0 1 2 ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì ÀÐ( ):p

y y y yt t t p t p t� � � � �� � �� � � 	1 1 2 2 ... , (1)
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ãäå 	 t – ïðîèçâîëüíûé áåëûé øóì ñ íåçàâèñèìûìè â ìîìåíòû âðåìåíè t è
t k k� 
, ,0 çíà÷åíèÿìè, èìåþùèé íóëåâîå ñðåäíåå è äèñïåðñèþ �	

2. Íåîá-

õîäèìûì óñëîâèåì ñòàöèîíàðíîñòè ïðîöåññà ÀÐ( )p ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå
îãðàíè÷åíèå íà àâòîðåãðåññèîííûå êîýôôèöèåíòû � i i p, , ,�1 [1]: êîðíè

óðàâíåíèÿ 1 01� � � �� �x xp
p... äîëæíû ëåæàòü âíå åäèíè÷íîãî êðóãà íà

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
Íåîáõîäèìî äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî ïîðÿäêà àâòîðåãðåññèè p

ïîäîáðàòü òàêèå àâòîðåãðåññèîííûå êîýôôèöèåíòû � i i p, , ,�1 ÷òîáû äëÿ

äàííîãî êîíêðåòíîãî ïðîöåññà íàáëþäàëîñü ìàêñèìàëüíîå îòíîøåíèå
� �pred cor , ò. å. ìàêñèìàëüíîå îòíîñèòåëüíîå âðåìÿ ïðåäñêàçóåìîñòè. Äëÿ
ýòîãî ââåäåì ôóíêöèþ

g p
i i p

( ) max }.
, ,

�
��

�� �
1

pred cor (2)

Ôóíêöèÿ g p( )õàðàêòåðèçóåò ïîòåíöèàëüíûå âîçìîæíîñòè ïðîãíîçà ïðîöåñ-
ñà ÀÐ( )p äëÿ ñàìîãî ëó÷øåãî ñî÷åòàíèÿ àâòîðåãðåññèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ
ñ òî÷êè çðåíèÿ îòíîøåíèÿ � �pred cor. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè ïî-
âåäåíèÿ ôóíêöèè g p( ) ñ ðîñòîì p.

Ïàðíûå è ìíîæåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè. Âíà÷àëå äëÿ
îïðåäåëåíèÿ �cor íåîáõîäèìî íàéòè íîðìèðîâàííóþ àâòîêîððåëÿöèîííóþ
ôóíêöèþ rk ïðîöåññà ÀÐ( )p (êîýôôèöèåíòû ïàðíûõ êîððåëÿöèé). Ïåðâûå
p �1êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé Þëà –
Óîêåðà [1]
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ãäå r y y y yk t t k t t k� � �M M M( ) [ ( ) ( )] ;2 2 1 2 M( )� – îïåðàòîð óñðåäíåíèÿ.

Äàëåå äëÿ îïðåäåëåíèÿ � pred íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíò ìíî-
æåñòâåííîé êîððåëÿöèè �k , êîòîðûé åùå íàçûâàþò ñâîäíûì êîýôôèöèåí-
òîì êîððåëÿöèè. Êîýôôèöèåíò ìíîæåñòâåííîé êîððåëÿöèè ìåæäó îòñ÷åòîì
yt k� è p îòñ÷åòàìè y y yt t t p, , ... ,� � �1 1 íàõîäèòñÿ êàê êîýôôèöèåíò êîððå-
ëÿöèè ìåæäó îòñ÷åòîì yt k� è ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé p îòñ÷åòîâ y t k� �*
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M M M }. (3)

Âåëè÷èíà p â (3) äëÿ ïðîöåññîâ ÀÐ( )p ñîâïàäàåò ñ èõ ïîðÿäêîì àâòîðåã-
ðåññèè, òàê êàê ïðîöåññû ÀÐ( )p ÿâëÿþòñÿ ìàðêîâñêèìè p-ãî ïîðÿäêà. Ìàð-
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êîâñêîå ñâîéñòâî ýòîãî ïðîöåññà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ëþáûõ t è k ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî

W y y y W y y y n pt k t t n t k t t p( | , ... , ) ( | , ... , ), ,� � � � � �� �1 1

ãäå W y y yt k t t n( | , ... , )� � � 1 – ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
yt k� ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ y yt t n, ... , .� � 1 Èç ýòîãî ñâîéñòâà ñëå-
äóåò, ÷òî ðîñò ÷èñëà ïåðåìåííûõ y yt t p, ... , � � 1 â (3) äî âåëè÷èíû, áîëüøåé

p, íå ïðèâåäåò ê èçìåíåíèþ ôóíêöèè �k . Ñîêðàùåíèå ÷èñëà ïåðåìåííûõ
y yt t p, ... , � � 1 â (3) äî âåëè÷èíû, ìåíüøåé p,áóäåò ïðèâîäèòü â îáùåì ñëó÷àå
ê óìåíüøåíèþ âåëè÷èíû �k .Èíûìè ñëîâàìè, âñåãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñò-
âî �k kr� , òàê êàê �k kr� ïðè p �1.

Êîýôôèöèåíò ìíîæåñòâåííîé êîððåëÿöèè �k âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîýôôè-
öèåíòû ïàðíîé êîððåëÿöèè rk [6, 7]:

�k k� �1 det detR R , (4)

ãäå detR – äåòåðìèíàíò ìàòðèöû R , R � ��( ), , , ,r i j p
i j

1 – íîðìèðîâàííàÿ

êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà p p� îòñ÷åòîâ y y yt t t p, , ... , ;� � �1 1 R k – íîðìèðî-
âàííàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà ( ) ( )p p� � �1 1 îòñ÷åòîâ y y yt k t t� �, , , ...1

... , ,yt p� � 1 êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû R äîáàâëåíèåì ñâåðõó ñòðîêè
( , , ... , )r r rk k k p� � �1 1 è ñëåâà ñòîëáöà ( , , , ... , )1 1 1r r rk k k p

T
� � � (T – ñèìâîë

òðàíñïîíèðîâàíèÿ). Èç ôîðìóëû (4) ñëåäóåò, ÷òî �k ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ
ïåðâûìè p �1 êîððåëÿöèÿìè r r rp1 2 1, , ... , � è p êîððåëÿöèÿìè r rk k, , ...� 1

... , ,rk p� � 1 à òàêæå �k �0, åñëè rm � 0 äëÿ âñåõ k m k p� � � �1.
Êðîìå òîãî, äëÿ ïðîöåññîâ ÀÐ( )p êîýôôèöèåíò ìíîæåñòâåííîé êîððå-

ëÿöèè ïðîñòî è íàãëÿäíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîððåëÿöèþ îòñ÷åòà ñ åãî îïòè-
ìàëüíûì ïðîãíîçîì, èëè ÷åðåç äèñïåðñèþ ïðîãíîçà, èëè ÷åðåç äèñïåðñèþ
îøèáêè ïðîãíîçà. Îïòèìàëüíûé ïî ìèíèìóìó ñðåäíåãî êâàäðàòà îøèáêè
(ÑÊÎ) ïðîãíîç îòñ÷åòà yt k� , äàâàåìûé ñ ìîìåíòà âðåìåíè t íà ìîìåíò âðå-
ìåíè t k� , ïðè èçâåñòíûõ îòñ÷åòàõ y y yt t t, , , ...� �1 2 äëÿ ïðîöåññîâ ÀÐ( )p
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� ( ) ,y k yt k i

i
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�
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�� 
�
0

1

ãäå ôóíêöèè �i k( ) åñòü ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèé �i k( ) �

� �
�

 � �m

m

p

i k m
1

( ) ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ�i i( )� �1è�i m( ) ,� �0 m p� �0 1, ,

íî m i
 . Âåñà �i k( )ïðåäñêàçûâàþùèõ ïåðåìåííûõ y y yt t t p, , ... ,� � �1 1 ìîæ-
íî òàêæå âûðàçèòü ÷åðåç êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè [7]

�i
i

ik i p( ) ( ) , , ,� � � ��1 0 11 2det detR R

ãäåR 1 2i � – ìàòðèöà p p� ,êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû R k , åñëè èç íåå âû-
÷åðêíóòü ïåðâóþ ñòðîêó è i �2-é ñòîëáåö.
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Êðîìå ýòîãî ïðîãíîçà, ÿâíî âûðàæåííîãî ÷åðåç p èçâåñòíûõ ïðîøëûõ
çíà÷åíèé ïðîöåññà y y yt t t p, , ... , ,� � �1 1 äëÿ íåãî ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü
ïðîñòîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

� � , min( , ).y y y k pt k i

i

t k i i

i

p

t k i�
�

� �
� �

� �� � � �
 
� � �
�

�1 1

1

Â ðàáîòàõ [8, 9] ïîêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíûé ëèíåéíûé ïðîãíîç, ïîëó÷åí-
íûé èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ÑÊÎ, ñðåäè âñåõ äðóãèõ ëèíåéíûõ ïðîãíîçîâ ìàê-
ñèìàëüíî êîððåëèðóåò ñ ïðîãíîçèðóåìûì îòñ÷åòîì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
òàêîãî îïòèìàëüíîãî ïðîãíîçà êîýôôèöèåíò ìíîæåñòâåííîé êîððåëÿöèè
ìîæíî ðàññ÷èòàòü êàê êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó îòñ÷åòîì ðÿäà yt k� è
îïòèìàëüíûì ïðîãíîçîì � :yt k�

�k t k t k t k t ky y y y� � � � �M M M( � ) [ ( ) ( � )] .2 2 1 2 (5)

Íàêîíåö, â ñèëó òîãî ÷òî êîýôôèöèåíò ìíîæåñòâåííîé êîððåëÿöèè ÿâëÿ-
åòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìíîæåñòâåííîãî êîððåëÿöèîííîãî îòíîøåíèÿ [8, 10],
äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

� � � � �k y yk k� � �pred error
2( ) ( ) ,1 2 (6)

ãäå

� � � � �	 	y t k
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iy i r2 2 2
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0
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1

1� � � �
�
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�
�

�

�
�
��

�

�

�

 
M ( ) ( )

– äèñïåðñèÿ ïðîöåññà yt ; � pred
2 2( ) ( � )k y t k� �M – äèñïåðñèÿ îïòèìàëüíîãî ïî

ìèíèìóìó ÑÊÎ ïðîãíîçà íà k øàãîâ âïåðåä;

� � � �	error det det2 2 2 2
0
2

1

( ) [( � ) ]k y yt k t k y k

i

� � � �� �
�

M R R
k

k
 �( )1

– äèñïåðñèÿ îøèáêè îïòèìàëüíîãî ïðîãíîçà íà k øàãîâ âïåðåä. Èç ôîðìóëû
(6) õîðîøî âèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíò ìíîæåñòâåííîé êîððåëÿöèè �k ÿâëÿåòñÿ
íàãëÿäíîé è ïîíÿòíîé ìåðîé òî÷íîñòè ëèíåéíîãî ïðîãíîçà íà k øàãîâ âïå-
ðåä, òàê êàê åãî êâàäðàò ñîâïàäàåò ñ îòíîñèòåëüíîé ðàçíîñòüþ äèñïåðñèé
ïðîöåññà è îøèáêè ïðîãíîçà.

Âðåìÿ êîððåëÿöèè è âðåìÿ ïðåäñêàçóåìîñòè. Ïîñëå òîãî êàê íàéäåíû
óäîáíûå â âû÷èñëèòåëüíîì ïëàíå ôîðìóëû äëÿ rk è �k , íåîáõîäèìî îïðåäå-
ëèòü � cor è � pred. Âðåìÿ êîððåëÿöèè è âðåìÿ ïðåäñêàçóåìîñòè íàõîäÿòñÿ êàê
õàðàêòåðíûå âðåìåíà ñïàäàíèÿ äî íóëÿ íîðìèðîâàííîé êîððåëÿöèîííîé
ôóíêöèè è êîýôôèöèåíòà ìíîæåñòâåííîé êîððåëÿöèè ñîîòâåòñòâåííî. Ïî-
ñêîëüêó ýòè ïîíÿòèÿ êà÷åñòâåííûå, òî ðåøåíèå ìíîãèõ çàäà÷ áóäåò ñèëüíî çà-
âèñåòü îò èõ êîëè÷åñòâåííîãî îïðåäåëåíèÿ. Â ðàáîòàõ [9, 11, 12] ïðèâåäåíî
áîëåå äåñÿòêà ôîðìóë íàõîæäåíèÿ � cor , ñîáðàííûõ èç ðàçíûõ èñòî÷íèêîâ.
Íåêîòîðûå èç íèõ íå ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè, òàê êàê îíè èìåþò ñìûñë
òîëüêî äëÿ ìîíîòîííî ñïàäàþùèõ ñ ðîñòîì çàäåðæêè èëè ñëàáî îñöèëëèðó-
þùèõ íîðìèðîâàííûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé R( )� è íå ãîäÿòñÿ äëÿ îñ-

2*
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öèëëèðóþùèõ â îáùåì ñëó÷àå. Âñå îñòàëüíûå ôîðìóëû ñ ïîìîùüþ ââåäå-
íèÿ ïàðàìåòðîâ ìîæíî ñâåñòè âñåãî ê òðåì âèäàì:

� � � �
�

cor
( ) ( ) , ,1

0

0� � � �
�

� R d
(7)

� � �   cor
( ) max{ : ( ) }, ,2 0 1� � � �R (8)

� � � � � � �
� �

cor
( ) ( ) ( ) , .3

0 0

0� � � �
� �

� �R d R d
(9)

Èäåÿ, ïðèâåäøàÿ ê (9), çàêëþ÷àåòñÿ â îòîæäåñòâëåíèè �cor ñ íåêèì «êîð-
ðåëÿöèîííûì ìîìåíòîì ïîðÿäêà �».Îäíàêî òåñòèðîâàíèå âûðàæåíèÿ (9) ïî
ðàçëè÷íûì ìîäåëÿì êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ïîêàçàëî, ÷òî èì ïîëüçîâàòü-
ñÿ íà ïðàêòèêå íåöåëåñîîáðàçíî ïî òðåì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, äëÿ êîððåëÿ-

öèîííûõ ôóíêöèé ñ òÿæåëûìè õâîñòàìè (íàïðèìåð, äëÿ R( ) ( ) ),� �� � �1 2 1

èìåþùèõ êîíå÷íîå âðåìÿ êîððåëÿöèè, îïðåäåëåíèå (9) ïðè � �1ïðèâîäèò ê

íåàäåêâàòíîìó ðåçóëüòàòó � cor
( ) .3 � � Âî-âòîðûõ, äëÿ äâóõ êîððåëÿöèîííûõ

ôóíêöèé R1 ( )� è R2 ( )� òàêèõ, ÷òî äëÿ âñåõ � ñïðàâåäëèâî R R1 2( ) ( ) ,� ��
èíòåðâàë êîððåëÿöèè � cor

( ) ,3 ðàññ÷èòàííûé ïî R2 ( ),� ìîæåò îêàçàòüñÿ çíà÷è-

òåëüíî (âî ìíîãî ðàç è äàæå ïîðÿäêîâ) áîëüøå, ÷åì ðàññ÷èòàííûé ïî R1 ( ).�
Â-òðåòüèõ, äëÿ !-îáðàçíûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé âûðàæåíèå (9) ìîæåò
äàâàòü íåóäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Ê ïðèìåðó, åñëè â äèñêðåòíîì âðå-
ìåíè ðàññìîòðåòü êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïðè âñåõ çàäåðæêàõ
ðàâíà íóëþ, êðîìå åäèíñòâåííîé çàäåðæêè� � n,ãäå îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå
R n n( ) ,�1 òî âûðàæåíèå (9), ïåðåïèñàííîå äëÿ äèñêðåòíîãî âðåìåíè, äàåò
çíà÷åíèå � �

cor
( ) .3 � n Ñ ðîñòîì n ýòî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ � cor

( ) ,3 õîòÿ äëÿ áîëü-

øèõ n î÷åâèäíî � cor ~ .0 Òàêèì îáðàçîì, íà ïðàêòèêå öåëåñîîáðàçíî ïîëüçî-
âàòüñÿ îïðåäåëåíèÿìè âðåìåíè êîððåëÿöèè (7) è (8).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îñöèëëèðóþùèõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé íàèáîëåå
÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ âûðàæåíèå (7) ïðè � �1. Ãåîìåòðè÷åñêè çàäàííîå � cor

ðàâíî îñíîâàíèþ ïðÿìîóãîëüíèêà ñ âûñîòîé åäèíèöà, èìåþùåãî òàêóþ æå
ïëîùàäü, êàê è ïëîùàäü ïîä êðèâîé R( ) .�

Äëÿ ïðîöåññîâ, çàäàííûõ â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè t�
� � �{ , , , ...},0 1 2 ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ èçó÷àåìûå íàìè ïðîöåññû ÀÐ( ),p îï-
ðåäåëåíèÿ � cor è � pred , àíàëîãè÷íûå (7) è (8), áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

� � � �
� �

cor pred

( ) ( ); , ,1

1

1

1

0� � � � �
�

�

�

�


 
rk

k

k

k

(10)

�  � �   cor pred

( ) ( )max{ : }; max{ : }, .2 2 0 1� � � � � �k r kk k (11à)
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Îäíàêî ôîðìóëû ( )11à ìîãóò ïðèâîäèòü ê âûðîæäåííûì ñëó÷àÿì, êîãäà

� cor
( ) ,2 0� à �

pred

( ) .2 0
 Äëÿ ýòèõ âûðîæäåííûõ ñëó÷àåâ áóäåì èñïîëüçîâàòü íå-

ñêîëüêî âèäîèçìåíåííûé âàðèàíò âû÷èñëåíèé:

� � �  � � � �   cor pred

( ) ( )max{ : ( ) }; max{ : ( ) },2 2 0 1� � � � � �r , (11á)

ãäå ôóíêöèè r( )� è� �( ) â íåïðåðûâíîì âðåìåíè ïîëó÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî
èç ôóíêöèé rk è �k â äèñêðåòíîì âðåìåíè èõ ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèåé ìåæ-
äó ñîñåäíèìè çíà÷åíèÿìè. Äëÿ îïðåäåëåíèé � cor è � pred (11) ôóíêöèÿ g p( )
ñèëüíî çàâèñèò îò óðîâíÿ  : ÷åì ìåíüøå  , òåì ìåíüøå g p( ). Ïîýòîìó óðî-
âåíü  íåîáõîäèìî çàôèêñèðîâàòü. Ìîæíî ïðåäëîæèòü äâà ïîäõîäà ê íàõîæ-
äåíèþ  .

Ïåðâûé ïîäõîä, íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé â ïðèëîæåíèÿõ, çàêëþ÷àåò-
ñÿ â âûáîðå òàêîãî ìàêñèìàëüíîãî  , ïðè êîòîðîì åùå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
çíà÷åíèÿìè R( ) ,�  � ò. å. ïîëîæèòü èõ ðàâíûìè íóëþ. Âî ìíîãèõ ïðàêòè÷å-
ñêèõ çàäà÷àõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü çíà÷åíèÿìè íîðìèðîâàííîé êîððåëÿöèîí-
íîé ôóíêöèè, åñëè îíè ïî ìîäóëþ ìåíüøå óðîâíÿ ~ , .0 3 Ïîýòîìó ïîëîæèì
 1 1� � "exp( ) 0,368. Âûáîð òàêîãî «íåêðóãëîãî» çíà÷åíèÿ  � 1 îáúÿñíÿåòñÿ
òåì, ÷òî íà ïðàêòèêå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè âèäà

R( ) exp( )� � #� � è R( ) exp( ),� � #� � 2 2 à äëÿ òàêèõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíê-

öèé� #cor
( )2 � ïðè   � 1 ,÷òî ñîçäàåò äîïîëíèòåëüíûå àíàëèòè÷åñêèå óäîáñòâà.

Âòîðîé ïîäõîä, èñïîëüçîâàííûé â ðàáîòàõ [2, 3, 13], èñõîäèò èç ïðîòè-
âîïîëîæíîé èäåè è çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå òàêîãî ìèíèìàëüíîãî  , ïðè êîòî-
ðîì åùå ìîæíî ñ÷èòàòü ñâÿçü ìåæäó çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà äåòåð-
ìèíèðîâàííîé, ò. å. çíà÷åíèÿ R( )�  � ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûìè åäèíèöå.

Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, êàê è â [2, 3, 13],  2 � 0,75. Î÷åâèäíî, ÷òî   2 1� .
Ìàêñèìàëüíîå îòíîñèòåëüíîå âðåìÿ ïðåäñêàçóåìîñòè. Äëÿ îïðåäå-

ëåíèé (10) ôóíêöèÿ g p( ) (2) íàõîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêè. Àíàëèç ôîðìóë (10) è
âûðàæåíèé äëÿ rk è �k ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ
� �

pred cor
( ) ( )1 1 äîñòèãàåòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ ñî÷åòàíèÿõ àâòîðåãðåññèîííûõ êîýô-

ôèöèåíòîâ:

� � �i p pi p� � � 
 �0 1 1 0 1, , ; , . (12)

Äëÿ òàêîãî ñî÷åòàíèÿ àâòîðåãðåññèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ èìååì

r
k mp

k mp
m p k mp mk

p
m

k p

m
�

�




$
%
&

� � � � �
�

� �
, ,

, ;
, ( ) , , , , .

0
1 0 1 2 .. . (13)

Èç ôîðìóë (10) è (13) ïîëó÷àåì

� � � � � �
� � �

cor pred cor
( ) ( ) ( )( ), .1

1

1 11� � � �
�

�



k

p

k

p p p

Ïîýòîìó g p p( ) .�
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Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìàëüíîå îòíîøåíèå � �
pred cor
( ) ( )1 1 äëÿ ïðîöåññîâ

ÀÐ( )p ðàâíî ïîðÿäêó àâòîðåãðåññèè p, ò. å. ñîãëàñíî òåðìèíîëîãèè ðàáîòû
[13] ãîðèçîíòîì ïðåäñêàçóåìîñòè äëÿ ïðîöåññîâ ÀÐ( )p ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà
p� cor .

Ýòîò âûâîä äëÿ ïðîöåññà ÀÐ(5) ïðè � i � 0, i �1 4, ,�5 0 5� � , èëëþñòðèðó-

åò ðèñ. 1. Íà ðèñóíêå êðóæêàìè, ñîåäèíåííûìè äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðÿìûìè
ëèíèÿìè, ïîêàçàíû çíà÷åíèÿ íîðìèðîâàííîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè rk â
çàâèñèìîñòè îò çàäåðæêè k. Êâàäðàòèêàìè, ñîåäèíåííûìè ïðÿìûìè ëèíèÿ-
ìè, îáîçíà÷åíû êîýôôèöèåíòû ìíîæåñòâåííîé êîððåëÿöèè �k . Äëÿ ðèñ. 1
ïðè ëþáîì � â (10) � cor

( ) ,1 1� �
pred

( ) ,1 5� g( ) .5 5�

Ôàêòè÷åñêè âûáîð òàêîãî êðàéíåãî ñî÷åòàíèÿ àâòîðåãðåññèîííûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ (12) ïðèâîäèò ê ïåðåðîæäåíèþ ìîäåëè ÀÐ( )p â ìîäåëü ÀÐ(1), òàê
êàê ïðîöåññ ÀÐ( )p ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1) ïðîöåññà yt , íàáðàííîé ÷åðåç
åäèíè÷íûé øàã, ñòàíîâèòñÿ ýêâèâàëåíòíûì ïðîöåññó ÀÐ(1) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, íàáðàííîé ÷åðåç øàã p:

y yt p t p t� ��� 	 .

Îäíàêî ýòî íèñêîëüêî íå óìàëÿåò ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà, òàê êàê ðå÷ü èäåò î
ïîòåíöèàëüíûõ âîçìîæíîñòÿõ ïðîãíîçà ïðîöåññà ÀÐ( ).p Ïîýòîìó âñåãäà
ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîé ïðîöåññ ÀÐ( ),p êîòîðûé áû íå ñâîäèëñÿ ê ïðîöåññó
ÀÐ(1) (ò. å. âñå p àâòîðåãðåññèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ áûëè áû îòëè÷íû îò
íóëÿ), è òåì íå ìåíåå îòíîøåíèå � �

pred cor
( ) ( )1 1 áûëî áû êàê óãîäíî áëèçêèì ê

ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ p.
Äëÿ îïðåäåëåíèé � cor è � pred (11) àíàëèòè÷åñêè ðàññ÷èòàòü ôóíêöèþ g p( )

â îáùåì ñëó÷àå íå óäàåòñÿ.
Äëÿ ïðîöåññà ÀÐ(1) âñåãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

� �k k

k k
r r� � �1 1 .

Ïîýòîìó g( )1 1� ïðè ëþáîì äîïóñòèìîì  â (11).
Äëÿ ïðîöåññà ÀÐ(2) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

�k k k k kr r r r r r r� � � � � � �� �1 1 2 11
2 2

1
2

1 1 1
2( ) ( ) ,
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Ðèñ. 1. Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ è êîýôôèöèåíò ìíîæåñòâåííîé êîððåëÿöèè ïðîöåññà ÀÐ(5)



r r r r kk k k1 1 2 1 1 2 21 0� � � � �� �� � � �( ), , .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óæå äëÿ ïðîöåññà ÀÐ(2) g p( ) .�1
×òîáû óëîâèòü òåíäåíöèþ ðîñòà g p( ) ñ óâåëè÷åíèåì p, ðàññìîòðèì ÷å-

òûðå ìîäåëè ÀÐ(1)–ÀÐ(4). Çíà÷åíèÿ g g( ), ( )2 3 è g( ),4 ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ
� �cor pred

( ) ( ), ,2 2 áóäåì ðàññ÷èòûâàòü ÷èñëåííî, ïåðåáèðàÿ âñå äîïóñòèìûå çíà÷å-

íèÿ àâòîðåãðåññèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ ñ øàãîì 0,01. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ
ñâåäåíû â òàáëèöó, ãäå äëÿ ïîðÿäêîâ àâòîðåãðåññèè p �1 4,... , è äâóõ ðàç-
ëè÷íûõ  â âûðàæåíèÿõ (11) ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ àâòîðåãðåññèîííûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ � i i p, , ,�1 ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì îòíîøåíèÿ

� �
pred cor
( ) ( ) ,2 2 è ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ � �cor pred

( ) ( ), , ( ).2 2 g p

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî ìàêñèìóì îòíîøåíèÿ � �
pred cor
( ) ( )2 2 äëÿ îïðåäåëåíèé

(11) äîñòèãàåòñÿ ïðè âñåõ îòðèöàòåëüíûõ àâòîðåãðåññèîííûõ êîýôôèöèåí-
òàõ. Ïðè ýòîì � cor

( )2 ñ óâåëè÷åíèåì p ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ, òîãäà êàê �
pred

( )2

áûñòðî ðàñòåò.
Äëÿ èëëþñòðàöèè òàáëè÷íûõ äàííûõ íà ðèñ. 2 è 3 ïðèâåäåíû êîððåëÿ-

öèîííûå ôóíêöèè è êîýôôèöèåíòû ìíîæåñòâåííîé êîððåëÿöèè ïðîöåññà
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p  �1 �2 �3 �4 � cor
( )2

� pred

( )2 g p( )

1 0 1� � �1 1� – – – �cor
( )2 0� � �

pred cor
( ) ( )2 2� 1,0

2 0,368 –0,53 –0,53 – – 0,47 3,10 6,6

3 0,368 –0,50 –0,37 –0,50 – 0,46 4,14 8,9

4 0,368 –0,58 –0,17 –0,58 –0,66 0,46 8,30 18,0

2 0,750 –1,40 –0,88 – – 0,15 4,60 32,0

3 0,750 –1,98 –1,88 –0,69 – 0,15 9,10 61,0

4 0,750 –1,50 –1,92 –1,43 –0,93 0,15 18,0 118,0

Ðèñ. 2. Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ è êîýôôèöèåíò ìíîæåñòâåííîé êîððåëÿöèè ïðîöåññà ÀÐ(2)

ïðè   � 1



ÀÐ(2), ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì îòíîøåíèÿ� �
pred cor
( ) ( ) .2 2 Íà ýòèõ ðè-

ñóíêàõ êðóæêàìè ïîêàçàíû çíà÷åíèÿ íîðìèðîâàííîé êîððåëÿöèîííîé ôóíê-
öèè rk â çàâèñèìîñòè îò çàäåðæêè k, à êâàäðàòèêàìè – çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåí-
òà ìíîæåñòâåííîé êîððåëÿöèè �k . Êðóæêè, ñîåäèíåííûå ëèíèÿìè, äàþò
ôóíêöèþ r( ),� à êâàäðàòèêè, ñîåäèíåííûå ëèíèÿìè, – ôóíêöèþ � �( ). Ãîðè-
çîíòàëüíûìè ëèíèÿìè íà ðèñ. 2 îáîçíà÷åíû óðîâíè � 1 , à íà ðèñ. 3 – óðîâíè

� 2. Èç ðèñóíêîâ õîðîøî âèäíî, ÷òî �
pred

( )2 çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò � cor
( ) .2

Òàêèì îáðàçîì, óíèâåðñàëüíûå îïðåäåëåíèÿ � �cor pred, (11) ïðèâîäÿò ê
çàìåòíî áîëüøèì' (â ðàçû, êàê ìèíèìóì) çíà÷åíèÿì ôóíêöèè g p( ),÷åì óíè-
âåðñàëüíûå îïðåäåëåíèÿ (10).

Çàêëþ÷åíèå. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî êîýôôèöèåíò ìíîæåñòâåííîé êîððåëÿ-
öèè �k ïîëíîñòüþ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ïàðíîé êîððåëÿöèè rk ,
îí ñîäåðæèò âðåìåííîé ìàñøòàá � pred , îòëè÷àþùèéñÿ îò âðåìåíè êîððåëÿ-
öèè â îáùåì ñëó÷àå. Â ñèëó íåðàâåíñòâà �k kr� âñåãäà áóäóò ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà � �pred cor� è g p( ) .�1 Òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ ìàðêîâñêèõ ëèíåéíûõ
ïðîöåññîâ ( )p �1 ìàêñèìàëüíîå îòíîñèòåëüíîå âðåìÿ ïðåäñêàçóåìîñòè
g p( ) .�1 Äëÿ ïðîöåññîâ ÀÐ( )p ñ óâåëè÷åíèåì p ôóíêöèÿ g p( )ðàñòåò, êàê ìè-
íèìóì, ïî ëèíåéíîìó çàêîíó. Ïðè ýòîì çíà÷èòåëüíîå îòíîñèòåëüíîå âðåìÿ
ïðåäñêàçóåìîñòè � �pred cor â áîëüøåé ñòåïåíè ïðèñóùå ëèíåéíûì ïðîöåñ-
ñàì ñ îñöèëëèðóþùèìè, à íå ìîíîòîííûìè êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè.

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî â êà÷åñòâå ãðóáîé, ïðèáëèçèòåëüíîé îöåíêè âðåìåíè
ïðåäñêàçóåìîñòè ëèíåéíûõ ïðîöåññîâ áåðóò âðåìÿ êîððåëÿöèè. Ïðîâåäåí-
íîå èññëåäîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî áîëåå òî÷íîé ïðèáëèçèòåëüíîé îöåíêîé
� pred ñëóæèò õàðàêòåðíîå âðåìÿ ñïàäàíèÿ (äî óðîâíÿ ~ , )0 4 îãèáàþùåé ìîäó-
ëÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè. Òàêàÿ îöåíêà ìîæåò òàêæå äàâàòü íåóäîâëåòâî-
ðèòåëüíûå çíà÷åíèÿ � pred (íàïðèìåð, äëÿ ñèíãóëÿðíûõ ïðîöåññîâ [9]), íî â
ëþáîì ñëó÷àå îíà áóäåò íå õóæå îöåíêè � �pred cor~ .
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