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Ïðåäñòàâëåí ïðåäîáóñëîâëåííûé àëãîðèòì ïîëóñîïðÿæåííûõ íåâÿçîê äëÿ ðå-
øåíèÿ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íåñèììåòðè÷íîé êâàäðàòíîé ìàò-
ðèöåé. Áîëüøàÿ ÷àñòü âû÷èñëåíèé â íåì ïðèõîäèòñÿ íà âåêòîðíûå îïåðàöèè,
÷èñëî êîòîðûõ ðàñòåò êâàäðàòè÷íî ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà õðàíèìûõ íà-
ïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ. Ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäóåòñÿ ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçà-
öèÿ ýòîãî àëãîðèòìà, ïðè÷åì â êà÷åñòâå ïðåäîáóñëîâëèâàíèÿ âûáðàíà ìîäèôè-
êàöèÿ Àéçåíøòàòà. Äëÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà çàäà÷ ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì ðàñïà-
ðàëëåëèâàíèÿ ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé.

Ââåäåíèå. Ðåøàåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Au f u f R A RN N N� � �, , , ,, (1)

ñ êâàäðàòíîé íåñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé A,êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî-
îïðåäåëåííîé â ñìûñëå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé
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äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ âåùåñòâåííûõ âåêòîðîâ u ui�{ } ðàçìåðà N. Ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ðàçðåæåííîé, ïîýòîìó õðàíèòñÿ â ðàç-
ðåæåííîì ñòðî÷íîì ôîðìàòå [1], ò. å. äëÿ êàæäîé ñòðîêè îïðåäåëåíî: êîëè÷å-
ñòâî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, íîìåðà ñòîëáöîâ, â êîòîðûõ îíè ðàñïîëîæåíû, è
ñîáñòâåííî çíà÷åíèÿ ýòèõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

Äëÿ èòåðàöèîííîãî ðåøåíèÿ ê èñõîäíîé ñèñòåìå (1), êàê ïðàâèëî, ïðèìå-
íÿþòñÿ ïðåäîáóñëîâëèâàþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ
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Ýòî ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû è ñîîòâåòñòâåí-
íî óñêîðèòü ñõîäèìîñòü ìåòîäîâ, íî ñóùåñòâåííî çàòðóäíÿåò ðàñïàðàëëåëè-
âàíèå.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå ïðåäîáóñëîâëåííîé ñèñòåìû (2) ñ ïîìîùüþ
èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, íàçûâàåìîãî àëãîðèòìîì îáîáùåííûõ ñîïðÿæåí-
íûõ íåâÿçîê [2]:
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ãäå p n � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

( , ) ( , ) , ( , ),A Ap p Ap Ap Ap Apt k n k n
n k n n

n n� � �� � �

��n k, – ñèìâîë Êðîíåêåðà). Êîýôôèöèåíòû 
 k âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå


 k
k k k kr Ar Ap Ap� ( , ) ( , ) (4)

èç óñëîâèÿ ìèíèìèçàöèè íîðìû âåêòîðà íåâÿçêè r n â ïîäïðîñòðàíñòâå Êðû-

ëîâà

K r A p p p p Ap An
n n( , ) , , ... , } , , ... ,0

0 1 1 0 0 1� �� �span{ span{ p 0 },

à íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû p k âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

p r p Ap Ar Ap Apn n
n k

k

n
k

n k
k n k k� 	 � �

�

�

� 
 
, ,, ( , ) ( , ).
0

1
(5)

Êðèòåðèåì îñòàíîâêè èòåðàöèé ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

( , ) ( , ),r r f fn n � � (6)

ãäå � – çàäàâàåìàÿ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé.
Âûøåîïèñàííûé ìåòîä äîïóñêàåò ýôôåêòèâíîå ðàñïàðàëëåëèâàíèå,

åñëè óäàåòñÿ ðàñïàðàëëåëèòü ìàòðè÷íûå îïåðàöèè, ÷òî äîñòàòî÷íî òÿæåëî
ñäåëàòü äëÿ áîëüøèíñòâà ïðåäîáóñëîâëèâàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Îäíàêî
ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå èñïîëüçóåìûõ íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ îñíîâíàÿ
÷àñòü âû÷èñëåíèé ïðèõîäèòñÿ íà âûïîëíåíèå âåêòîðíûõ îïåðàöèé, ñëåäîâà-
òåëüíî, óæå òîëüêî èõ ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ äîëæíà äàâàòü ñóùåñòâåí-
íûé âûèãðûø âî âðåìåíè âû÷èñëåíèé.

Öåëüþ ïðåäëàãàåìîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå
ýôôåêòèâíîñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ îïèñàííîãî ìåòîäà ñ ïðåäîáóñëîâëèâà-
íèåì Àéçåíøòàòà íà ñèñòåìàõ ñ îáùåé ïàìÿòüþ, ïðè÷åì ðàñïàðàëëåëèâàþò-
ñÿ êàê âåêòîðíûå îïåðàöèè, òàê è ìàòðè÷íûå äëÿ ñèñòåì ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Ìåòîä ïîëóñîïðÿæåííûõ íåâÿçîê. Ôîðìóëû (3)–(5) îïèñûâàþò äëèí-
íóþ ðåêóðñèþ, êîãäà íîâûé íàïðàâëÿþùèé âåêòîð p n äîëæåí âû÷èñëÿòüñÿ
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÷åðåç âñå ïðåäûäóùèå, ïðè÷åì êðîìå p k äëÿ âû÷èñëåíèÿ 
n k, òðåáóåòñÿ çíà-

íèå Ap k, ÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè õðàíåíèÿ âñåõ ýòèõ âåêòîðîâ.

Ñäåëàåì ñëåäóþùèå çàìå÷àíèÿ:
1) åñëè A – ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, òî


n k k n, , , ... , ,� � �0 0 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëû (3)–(5) îïèñûâàþò ìåòîä
ìèíèìàëüíûõ (ñîïðÿæåííûõ) íåâÿçîê [3];

2) èçâåñòíî, ÷òî ðàñ÷åò ïî ôîðìóëàì (5) ïðè áîëüøèõ n ÷èñëåííî íåóñ-
òîé÷èâ [4], ïîýòîìó ïðè ðåàëèçàöèè îíè ìîãóò áûòü çàìåíåíû ôîðìóëàìè
ìîäèôèöèðîâàííîé (óñòîé÷èâîé) îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà – Øìèäòà:
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Äàëåå ïîä ìåòîäîì ïîëóñîïðÿæåííûõ íåâÿçîê áóäåì ïîíèìàòü âû÷èñëåíèÿ
ïî ôîðìóëàì (3), (4), (6), (7). Âàæíûì ìîìåíòîì ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà ÿâëÿ-
åòñÿ èñïîëüçîâàíèå ðåñóðñîâ ïàìÿòè è ïðîöåññîðà: ñ ðîñòîì n óâåëè÷èâàåòñÿ
êàê îáúåì òðåáóåìîé îïåðàòèâíîé ïàìÿòè (óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî íåîáõîäèìî
ñîõðàíÿòü 2n âåêòîðîâ äëèíû N ), òàê è îáúåì âû÷èñëåíèé, âåäü íàïðàâëÿþ-
ùèé âåêòîð ñ íîìåðîì n íàõîäèòñÿ ÷åðåç âñå ïðåäûäóùèå n. Çäåñü äëÿ ýêîíî-
ìèè ïàìÿòè âîçìîæíû äâà âàðèàíòà:

1. Ïî äîñòèæåíèè íîìåðîì òåêóùåé èòåðàöèè íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ mr

ïðîèçâîäèòü ïîëíûé ïåðåçàïóñê àëãîðèòìà, ò. å. èñïîëüçîâàòü òåêóùåå ðåøå-
íèå â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ è ïîâòîðÿòü âû÷èñëåíèÿ (3) çàíîâî.
Áîëåå ôîðìàëüíî ýòîò ïðîöåññ áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:
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(çäåñü k – íîìåð ìàêðîèòåðàöèè; m – íîìåð øàãà ìåæäó ïåðåçàïóñêàìè, 0 �
� �m mr ). Ïðè äîñòèæåíèè m mr� âû÷èñëÿåòñÿ íîâîå çíà÷åíèå u k mr( )	 1 è

îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä íà íîâóþ ìàêðîèòåðàöèþ.
2. Íà÷èíàÿ ñ èòåðàöèè m0 , ïðîèçâîäèòü ñäâèã íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ. Â

ýòîì ñëó÷àå ñàìûé ñòàðûé âåêòîð «âûêèäûâàåòñÿ» èç ïàìÿòè, à íà åãî ìåñòî
ïîìåùàåòñÿ íîâûé. Òàêèì îáðàçîì, íîâîå ïðèáëèæåíèå ïîñëå äîñòèæåíèÿ
àëãîðèòìîì ñâîåãî «ïîòîëêà» ñòðîèòñÿ ïî ïîñëåäíèì m0 âåêòîðàì. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ôîðìóëû (5) ïðè n m� 0 ïðåîáðàçóþòñÿ â
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Â ëþáîì ñëó÷àå ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà çàìåäëÿåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ
ïåðâîíà÷àëüíûì âàðèàíòîì è áóäåò ñóùåñòâåííî ñíèæàòüñÿ ïðè óìåíüøå-
íèè çíà÷åíèé mr è m0 , ïîñêîëüêó ìèíèìèçàöèÿ íîðìû íåâÿçêè îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Äàëåå ìàêñè-
ìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî îäíîâðåìåííî õðàíèìûõ â ïàìÿòè íàïðàâëÿ-
þùèõ âåêòîðîâ p k mk, , ... , ,� �0 10 áóäåì íàçûâàòü óðîâíåì àëãîðèòìà.

Ïðåäîáóñëîâëèâàíèå èñõîäíîé ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A â âèäå
A D L U� � � , ãäå D L U, , – äèàãîíàëüíàÿ, ñòðîãî âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ òðåóãîëü-
íûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâåííî. Â êà÷åñòâå ïðåäîáóñëîâëèâàíèÿ âûáåðåì ìî-
äèôèêàöèþ Àéçåíøòàòà [5], êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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ãäå � �, – ðåëàêñàöèîííûé è êîìïåíñàöèîííûé ïàðàìåòðû ñîîòâåòñòâåííî;
S è G – äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû; e – âåêòîð ñ åäèíè÷íûìè êîìïîíåíòàìè.
Ïîñêîëüêó G – ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, òî ñèñ-
òåìà (2) ïðåîáðàçóåòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîé ïðåäîáóñëîâëåííîé ñèñòåìå
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Òîãäà óìíîæåíèå ìàòðèöû íà âåêòîð â íîâîé ñèñòåìå ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:
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Ïðåäñòàâëåííîå âûøå ïðåîáðàçîâàíèå èñõîäíîé ñèñòåìû õàðàêòåðèçóåòñÿ
òåì, ÷òî ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû â íîâîé ñèñòåìå ñòàíîâèòñÿ ìåíü-
øå, ïðè÷åì ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé àñèìïòîòè÷åñêè îñòàåòñÿ òà-
êèì æå, êàê è äëÿ óìíîæåíèÿ Ap èñõîäíîé ìàòðèöû íà âåêòîð. Îòìåòèì ïðè
ýòîì, ÷òî ôîðìóëû (12) ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî ðàñïàðàëëåëèòü, çà èñêëþ-
÷åíèåì ìàòðèö A ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðû.

Ðàñïàðàëëåëèâàíèå ìàòðè÷íûõ âû÷èñëåíèé. Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ,
êîãäà ôîðìóëû (12) äîïóñêàþò ïàðàëëåëüíóþ ðåàëèçàöèþ, íàïðèìåð, êîì-
ïëåêñíîå óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà � � � �� � 
E E J â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñ-
òè. Ìåòîäîì êîíå÷íûõ îáúåìîâ ñòðîèòñÿ (êîìïëåêñíàÿ) ñèñòåìà ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé A u fc c c� , A Cc

N N� , , u f Cc c
N, ,� êîòîðàÿ çà-

òåì ïðåîáðàçóåòñÿ â ñèñòåìó Au f A R N N� �, ,,2 2 ãäå ïåðâûå N ñòðîê ñîîòâåò-

ñòâóþò äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè ðåøåíèÿ, îñòàëüíûå N ñòðîê îòíîñÿòñÿ ê ìíè-
ìîé ÷àñòè. Ìàòðèöà ïîëó÷åííîé ñèñòåìû èìååò áëî÷íóþ ñòðóêòóðó âòîðîãî
ïîðÿäêà (ðèñ. 1), ãäå ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò äâå ðàçðåæåííûå ìàòðèöû
A11 è A22 , à A12 è A21 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû.

77



Ðàññìîòðèì óìíîæåíèå ìàòðèöû A íà âåê-
òîð ïî ôîðìóëàì (12), êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê ðå-
øåíèþ òðåóãîëüíûõ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé. Îïèøåì èäåþ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ
íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ
âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöåé. Ñèñòåìó íà÷è-

íàåì ðåøàòü ñíèçó. Ïîñëå òîãî êàê îïðåäåëåíî íåñêîëüêî çíà÷åíèé èñêîìîãî
âåêòîðà (íàïðèìåð, â îáëàñòè 1 íà ðèñ. 2), äàëåå øàãè ìîæíî âûïîëíÿòü
ïàðàëëåëüíî: ïîñëåäóþùèå êîìïîíåíòû â íèæíåé ÷àñòè ìàòðèöû è ïåðâûå
êîìïîíåíòû â âåðõíåé ÷àñòè ìàòðèöû (ýòàï 2 ðåøåíèÿ ñèñòåìû). Ïî îêîí÷à-
íèè âû÷èñëåíèé øàãè ñ íîìåðàìè 3–5 òàêæå ìîæíî ïðîèçâîäèòü ïàðàëëåëü-
íî. Â èòîãå ïîðòðåò ìàòðèöû ñèñòåìû ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ïîñëåäîâàòåëüíî
òîëüêî ïåðâûé è ïîñëåäíèé ýòàïû ðåøåíèÿ ñèñòåìû. Ïðîìåæóòî÷íûå ýòàïû
ìîæíî âûïîëíÿòü ïîïàðíî ïàðàëëåëüíî: ÷åì ìåëü÷å ðàçáèåíèå ýòèõ áëîêîâ,
òåì áîëüøå âû÷èñëåíèé ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ïàðàëëåëüíî è òåì áîëüøå
óñèëèé òðåáóåòñÿ íà ñèíõðîíèçàöèþ âû÷èñëåíèé. Îïòèìàëüíîå ðàçáèåíèå
çàâèñèò êàê îò âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû, íà êîòîðîé ðåøàåòñÿ çàäà÷à, òàê è
îò ðàçìåðîâ ðåøàåìîé çàäà÷è.

Îñîáåííîñòè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ýêñ-
ïåðèìåíòîâ áûëà ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà, ðåàëèçóþùàÿ âûøåîïèñàííûé àë-
ãîðèòì ïðåäîáóñëîâëåííûõ ïîëóñîïðÿæåííûõ íåâÿçîê ñ óñòîé÷èâîé îðòîãî-
íàëèçàöèåé Ãðàìà – Øìèäòà, ïîçâîëÿþùàÿ îðãàíèçîâûâàòü âû÷èñëåíèÿ êàê
â ðåæèìå ïåðåçàïóñêà àëãîðèòìà (8), òàê è â ðåæèìå ñäâèãà âåêòîðîâ (9), à
òàêæå â ëþáîé èõ êîìáèíàöèè. Îòäåëüíî çàäàåòñÿ óðîâåíü àëãîðèòìà (level),
ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ( )maxn è êîëè÷åñòâî èòåðàöèé (restart)
ìåæäó ïåðåçàïóñêàìè. Ýòî ïîçâîëÿåò ãèáêî îðãàíèçîâûâàòü ïðîöåññ âû-
÷èñëåíèé.

Ç à ì å ÷ à í è å. Ñäâèã íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ â ïðîãðàììå ðåàëè-
çîâàí ÷åðåç êîñâåííóþ àäðåñàöèþ, ò. å. ÷åðåç öèêëè÷åñêèé ñäâèã èíäåêñîâ
ìàññèâà.

Íàïðèìåð, ïóñòü n max � restart = 1000, level = 100. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåçà-
ïóñê íå ïðîèñõîäèò, à íà êàæäîé èòåðàöèè ñ íîìåðîì áîëüøå 100 ïðîèçâî-
äèòñÿ ñäâèã íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ. Åñëè æå n max � 1000, à restart = level =
� 100, òî ïîñëå êàæäîé èòåðàöèè, êðàòíîé 100, ïðîãðàììà ïåðåçàïóñêàåòñÿ
áåç ñäâèãà. È íàêîíåö, åñëè n max ,�1000 restart = 500, level = 100, òî ïðîãðàì-

ìà ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà
100-é èòåðàöèè àëãîðèòì çàïîëíÿåò âåê-
òîðàìè âñþ âûäåëåííóþ ïàìÿòü, ïîñëå
÷åãî íà èòåðàöèÿõ äî 500-é ïðîèçâîäèò-
ñÿ ñäâèã íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ. Íà
500-é èòåðàöèè ïðîèñõîäèò ïîëíûé ïå-
ðåçàïóñê àëãîðèòìà, è âñå íà÷èíàåòñÿ çà-
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Ðèñ. 1. Áëî÷íàÿ ñòðóêòóðà ìàòðèöû äëÿ êîìïëåêñíîãî óðàâ-

íåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

Ðèñ. 2. Ðàçáèåíèå òðåóãîëüíîé ìàòðèöû íà ïîïàð-

íî íåçàâèñèìûå ó÷àñòêè âû÷èñëåíèé



íîâî (åñëè çàäà÷à íå áóäåò ðåøåíà ðàíüøå).
1. Òåîðåòè÷åñêè èçâåñòíî, ÷òî ÷åì áîëü-

øå óðîâåíü àëãîðèòìà, òåì áûñòðåå àëãî-
ðèòì ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ. Îãðàíè÷åíèå
ñâåðõó íàêëàäûâàåòñÿ, âî-ïåðâûõ, òðåáîâà-
íèÿìè óñòîé÷èâîñòè âû÷èñëåíèé (äëÿ êàæ-
äîé ìàòðèöû îïðåäåëÿåòñÿ èíäèâèäóàëü-
íî), âî-âòîðûõ, îáúåìîì èìåþùåéñÿ îïåðà-
òèâíîé ïàìÿòè ñèñòåìû. Íàïðèìåð, åñëè
ðàññìîòðåòü çàäà÷ó ñî 100000 íåèçâåñòíûõ,
òî ìîæíî ïîäñ÷èòàòü, ñêîëüêî ïàìÿòè ïî-
òðåáóåòñÿ íà ðàçëè÷íûå óðîâíè àëãîðèòìà.
Äëÿ n � 50 ïîëó÷àåì îáúåì ïàìÿòè äëÿ
õðàíåíèÿ âåêòîðîâ 2 50 100000 8� � � áàéò =
� 80000000 áàéò, ò. å. îêîëî 80 Máàéò. Ïðè
óðîâíå n � 500 ïîëó÷èì óæå 800 Máàéò, ñîîòâåòñòâåííî ïðè n �1000 îáúåì
òðåáóåìîé ïàìÿòè ïðåâûñèò 1,5 Ãáàéò. Åñëè ðàçìåð ðåøàåìîé çàäà÷è áîëü-
øå, òî ìåíÿåòñÿ è îáúåì òðåáóåìîé ïàìÿòè.

2. Ïðè áîëüøèõ óðîâíÿõ àëãîðèòìà îñíîâíîé îáúåì âû÷èñëåíèé (äî
90 %) ïðèõîäèòñÿ íà âåêòîðíûå îïåðàöèè, îñòàâøèéñÿ îáúåì – íà îïåðàöèè ñ
ìàòðèöàìè. Ïîýòîìó, äàæå åñëè ìàòðè÷íûå îïåðàöèè ñîõðàíèòü ïîñëåäîâà-
òåëüíûìè, ðàñïàðàëëåëèâàíèå òîëüêî âåêòîðíûõ âû÷èñëåíèé ìîæåò ïðèíåñ-
òè ñóùåñòâåííîå óñêîðåíèå ðàáîòû ïðîãðàììû, îñîáåííî çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ
îáúåìà êýø ïðîöåññîðîâ, ó÷àñòâóþùèõ â âû÷èñëåíèÿõ.

Ïðîãðàììà ðàñïàðàëëåëåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêè OpenMP è
ïðîòåñòèðîâàíà íà ðàçëè÷íûõ ìàòðèöàõ è ðàçíûõ óðîâíÿõ àëãîðèòìà íà
âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ ïðîöåññîðîâ Itanium2
(1,5 ÃÃö, êýø 4 Máàéò, 12 Ãáàéò îïåðàòèâíîé ïàìÿòè), ïîä óïðàâëåíèåì îïå-
ðàöèîííîé ñèñòåìû RedHat Enterprise Linux v.3. Ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíîå êî-
ëè÷åñòâî íèòåé OpenMP îãðàíè÷èâàëîñü äâóìÿ.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ. Â êà÷åñòâå òåñòîâîé áûëà âçÿòà ñèñòåìà
ðàçìåðîì n � 257985 (ïîëîâèíà äåéñòâèòåëüíîé ìàòðèöû), êîëè÷åñòâî íåíó-
ëåâûõ ýëåìåíòîâ 761796. Öåëü ýêñïåðèìåíòîâ ñîñòîÿëà íå â ðåøåíèè çàäà÷è,
à â ïîëó÷åíèè êîýôôèöèåíòîâ óñêîðåíèÿ âåêòîðíûõ è ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé.

1. Ðåçóëüòàòû ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé äàíû â òàáë. 1.
Óæå ïðè ðàçáèåíèè êàæäîé èç ïîëîâèíîê ìàòðèöû íà ïÿòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ó÷àñòêîâ óñêîðåíèå ñîñòàâèëî 1,5 è ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿëîñü ïðè óâåëè÷å-
íèè êîëè÷åñòâà ó÷àñòêîâ ðàçáèåíèÿ.

2. Ðåçóëüòàòû ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âåêòîðíûõ îïåðàöèé (ìàòðè÷íûå âû-
÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî) äàíû â òàáë. 2: level = 200, miter =
� 400, restart = 200. Âåêòîðíûå îïåðàöèè ðàñïàðàëëåëèëèñü ñ óñêîðåíèåì áî-
ëåå ÷åì â 2 ðàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðñèåé, à îáùåå âðåìÿ ðà-
áîòû ïðîãðàììû óìåíüøèëîñü â 1,8 ðàçà.
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Ò à á ë è ö à 2

Ìàòðè÷íûå âû÷èñëåíèÿ, ñ Âåêòîðíûå âû÷èñëåíèÿ, ñ Îáùåå âðåìÿ, ñ

1 ïðîöåññîð 2 ïðîöåññîðà 1 ïðîöåññîð 2 ïðîöåññîðà 1 ïðîöåññîð 2 ïðîöåññîðà

19,4 19,5 70,0 31,0 89,4 50,5

Ò à á ë è ö à 1

Ðàçáèåíèå

ìàòðèöû

íà ó÷àñòêè

Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ

îïåðàöèé, ñ

Áåç ðàçáèåíèÿ 19,4

3 14,8

5 13,2

7 13,1

10 13,05



3. Ðåçóëüòàòû ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âåêòîðíûõ îïåðàöèé (ìàòðè÷íûå âû-
÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî) ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 3: level = 100,
miter = 400, restart � 100. Çäåñü âåêòîðíûå îïåðàöèè ðàñïàðàëëåëèëèñü ñ
óñêîðåíèåì áîëåå ÷åì â 2 ðàçà, à îáùåå âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû óìåíüøè-
ëîñü áîëåå ÷åì â 1,5 ðàçà.

Çàêëþ÷åíèå. Àëãîðèòì ïîëóñîïðÿæåííûõ íåâÿçîê ýôôåêòèâíî ðàñïà-
ðàëëåëèâàåòñÿ íà ñèñòåìàõ ñ îáùåé ïàìÿòüþ, ïðè ýòîì çà ñ÷åò áîëüøîãî îáú-
åìà âåêòîðíûõ âû÷èñëåíèé ïîñëåäîâàòåëüíîå èëè ïàðàëëåëüíîå (êîòîðîå
âîçìîæíî òîëüêî äëÿ óçêîãî êëàññà çàäà÷) âûïîëíåíèå ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé
ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿåò íà êîýôôèöèåíò ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî óâåëè÷åíèå èòåðàöèîííîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà
ïîëóñîïðÿæåííûõ íåâÿçîê ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ áîëåå
ýôôåêòèâíûõ ïðåäîáóñëîâëèâàþùèõ ìàòðèö [6], îäíàêî ïðè ýòîì âîïðîñû
ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ òðåáóþò ñïåöèàëüíûõ èññëåäîâàíèé.
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Ò à á ë è ö à 3

Ìàòðè÷íûå âû÷èñëåíèÿ, ñ Âåêòîðíûå âû÷èñëåíèÿ, ñ Îáùåå âðåìÿ, ñ

1 ïðîöåññîð 2 ïðîöåññîðà 1 ïðîöåññîð 2 ïðîöåññîðà 1 ïðîöåññîð 2 ïðîöåññîðà

19,4 20,2 40,2 17,3 59,9 38,1


