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Ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ðàñ÷åòà íåñòàöèîíàðíûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé
â òðåõìåðíûõ êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ ïî ïðîâîäèìîñòè ñðåäàõ. Èñïîëüçóþòñÿ
ïîòåíöèàëüíûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ âî âðåìåííîé îáëàñòè. Ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä
ê ðåøåíèþ òàêèõ çàäà÷. Âû÷èñëèòåëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ýòîãî ìåòîäà íà ïîçä-
íèõ âðåìåíàõ ïðîâåðåíà íà ìîäåëüíîì ïðèìåðå.

Ââåäåíèå. Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ âîïðîñû ìîäåëèðîâà-
íèÿ òðåõìåðíûõ êâàçèñòàöèîíàðíûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé, âîçíèêàþ-
ùèõ â ýëåêòðîðàçâåäêå ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà ñòàíîâëåíèÿ. Ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ ñëó÷àé ïîëíîãî îòêëþ÷åíèÿ èñòî÷íèêà, â êà÷åñòâå êîòîðîãî âçÿòà ãîðèçîí-
òàëüíàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ ëèíèÿ (ÃÝË). Ïî õàðàêòåðó ñòàíîâëåíèÿ ïîëåé ñóäÿò
îá ýëåêòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ ñðåä.

Ïðåäëàãàåìàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâà-
íèé, ïðîâåäåííûõ â [1]. Ñîâìåñòíîå èñïîëüçîâàíèå ñêàëÿðíîãî ìàãíèòíîãî
ïîòåíöèàëà â íåïðîâîäÿùèõ ñðåäàõ è âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà â
ïðîâîäÿùèõ ñðåäàõ ðàññìîòðåíî â [2]. Â äàííîé ðàáîòå ðàçâèâàåòñÿ òàêîé
ïîäõîä äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ñîäåðæèò ïîòåíöèàëüíóþ
÷àñòü. Èíòåãðèðîâàíèå ïî âðåìåíè ñèñòåìû óðàâíåíèé â ïðîâîäÿùèõ ñðåäàõ
ïðîèçâîäèòñÿ ïî ñõåìå Êðàíêà – Íèêîëñîíà. Èçìåíåíèå ñêàëÿðíîãî ìàãíèò-
íîãî ïîòåíöèàëà âî âðåìåíè îáóñëîâëåíî òîëüêî íåñòàöèîíàðíûìè ïðîöåñ-
ñàìè â ïðîâîäÿùèõ ñðåäàõ. Ýòà ñâÿçü âûðàæàåòñÿ â ÿâíîì âèäå êàê ñëåäñòâèå
íåïðåðûâíîñòè êàñàòåëüíûõ êîìïîíåíò è ñêà÷êà íîðìàëüíûõ êîìïîíåíò íà-
ïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ãðàíèöàõ ïðîâîäÿùèõ è íåïðîâîäÿùèõ
ñðåä. Ñêàëÿðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë âû÷èñëÿåòñÿ íà ïîëîâèííûõ âðåìåí-
íûõ øàãàõ, à âåêòîðíûé ïîòåíöèàë – íà öåëûõ âðåìåííûõ øàãàõ. Ïî ñðàâíå-
íèþ ñ [2] òàêàÿ îðãàíèçàöèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà ïðèâîäèò ê ïîñëåäî-
âàòåëüíîìó ðåøåíèþ çàäà÷ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè ñ ñèììåòðè÷íûìè îïåðà-
òîðàìè. Ðåøåíèå ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì ñêàëÿðíûõ
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êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, à âåêòîðíûõ óðàâíåíèé – ìåòîäîì âåê-
òîðíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ Íåäåëåêà ïåðâîãî ïîðÿäêà âòîðîãî òèïà [3, 4].
Âåêòîðíûå íåñòàöèîíàðíûå âàðèàöèîííûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ âêëþ÷àþò ìíî-
æèòåëè Ëàãðàíæà, ðåãóëèðóþùèå äèâåðãåíòíûå ñâîéñòâà èñêîìûõ âåêòîð-
íûõ âåëè÷èí è îáåñïå÷èâàþùèå óñòîé÷èâîñòü ñ÷åòà íà ïîçäíèõ âðåìåíàõ.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ
óñòîé÷èâîñòè ïðåäëîæåííîé âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû íà ìîäåëüíîì ïðèìåðå.
Èñïîëüçóþòñÿ èçâåñòíûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà H 1 ( ), ( , )� �H rot è

èõ ïîäïðîñòðàíñòâà èç [5].
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îïèñàíèå ñòðóêòóðû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè� è ñîïóò-

ñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â [1] ïðè ïîñòàíîâêå ñòàöèîíàðíîé çàäà-
÷è. Äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ èñòî÷íèêîâ ïîëåé, îïèñûâàåìûõ ïëîòíîñòüþ ñòî-
ðîííåãî òîêà jñò, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â êâàçèñòà-

öèîíàðíîì ïðèáëèæåíèè:

rot div divñòE E j E� � � � �
�

�
� �

H
0

t
; ( ) ; ,0 00 (1)

rot divñòH E j H� � �� �; .0 (2)

Íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñðåä S k l, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ

E n E n E n E nk
k l

l
k l k

k
k l l

l
k l� � � 	 � 	, , , ,; ,� � (3)

H n H n H n H nk
k l

l
k l k

k
k l l

l
k l� � � 	 � 	, , , ,; .� � (4)

Ñ÷èòàåì, ÷òî âíåøíÿÿ ãðàíèöà îáëàñòè 
 äîñòàòî÷íî óäàëåíà îò èñòî÷íèêîâ
è íà íåé âûïîëíÿþòñÿ íåîäíîðîäíûå óñëîâèÿ

E n E n H n H n� � � 	 � 	ï ï; , (5)

ñìûñë êîòîðûõ áóäåò óòî÷íåí äàëåå. Íà ïîâåðõíîñòè çåìëè 
ç óñëîâèå ñî-
ïðÿæåíèÿ äëÿ íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïåðåõîäèò â
óñëîâèå

E n	 �1 0 0, . (6)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èñòî÷íèêîì ÿâëÿåòñÿ çàçåìëåííàÿ ÃÝË,
ðàñïîëîæåííàÿ â ïîäîáëàñòè �1 íà ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé îñè OX. Äèà-
ìåòð ñå÷åíèÿ ëèíèè ñóùåñòâåííî ìåíüøå ðàçìåðîâ ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñ-
òè. Ïóñòü êîíöû ëèíèè ðàçìåùåíû â òî÷êàõ A B A A A A, : ( , , ),� x y z B �
� ( , , ).x y zB A A Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïî ëèíèè èç òî÷êè A â òî÷êó B
òå÷åò ïîñòîÿííûé òîê I ñò, êîòîðûé ïîääåðæèâàåòñÿ âíåøíåé ÝÄÑ. Çàòåì

ÝÄÑ îòêëþ÷àåòñÿ. Ïëîòíîñòü ñòîðîííåãî òîêà ÃÝË âûðàæàåòñÿ â âèäå

j A B
ñò ñò� � � � � � �( , , ), ( ( ))( ( ) ( )) (j j I t x x x x y yx x0 0 1 � � � 


A
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ãäå � ( )t – ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, à 
( )t – ôóíêöèÿ Äèðàêà.
Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî � � �k � � �0 const. Ðåøåíèå çàäà÷è ñîäåðæèò

ñèíãóëÿðíîñòü, ñâÿçàííóþ ñ îñîáåííîñòüþ â èñòî÷íèêå

div ñò ñòj A B A A� � � � � � �I t x x x x y y z z( ( ))( ( ) ( )) ( ) ( ),1 � 
 
 
 


ïîýòîìó ïðåäñòàâèì èñêîìûå ïîëÿ â âèäå ñóììû ïåðâè÷íûõ è àíîìàëüíûõ
ïîëåé:

E E E H H H� � � �ï à ï à, .

Ïåðâè÷íûå ïîëÿ óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷å, ñôîðìóëè-
ðîâàííîé äëÿ ïðîâîäÿùåãî îäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà z� 0 ñ ïðîâîäè-
ìîñòüþ �1 è íåïðîâîäÿùåãî ïîëóïðîñòðàíñòâà z �0:
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rot

div
ïðè
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ï

H 0
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�
�
�

�
,

.
0

0z
(9)

Íà ïîâåðõíîñòè çåìëè z �0 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè êàñà-
òåëüíûõ êîìïîíåíò ïåðâè÷íûõ ïîëåé. Íåïðåðûâíà è íîðìàëüíàÿ êîìïîíåí-
òà ïåðâè÷íîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Äëÿ íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ïåðâè÷íîãî
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âûïîëíåíî

E nï ïðè	 � �1 0 0 0, .z (10)

Íà áåñêîíå÷íîñòè

E 0 H 0ï ï;� � . (11)

Çàäà÷à (7)–(11) äîïîëíÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè ïåðâè÷íûõ ïîëåé â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè [1]. Åå ðåøåíèå, îñíîâàííîå íà êëàññè÷åñêîì ðåøåíèè çàäà÷è
òåïëîïðîâîäíîñòè [6], ïîëó÷àåòñÿ â àíàëèòè÷åñêîì âèäå â òåðìèíàõ èíòåã-
ðàëîâ îò ôóíêöèé Áåññåëÿ. Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïåðâè÷íûå ïîëÿ
çàäàíû êàê âåêòîðíûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà
â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè. Çíà÷åíèÿ E ï è H ï íà ãðàíèöå 
 îïðåäåëÿþò
óñëîâèÿ (5) äëÿ ïîëåé E è H íà ýòîé ãðàíèöå. Íàëè÷èå àíîìàëüíûõ ïîëåé
âûçâàíî íåîäíîðîäíîñòüþ ïðîâîäÿùèõ ñðåä � � �c : \ .� 0

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó äëÿ àíîìàëüíûõ ïîëåé. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü
îòäåëüíî âîçäóõ � 0 è ïðîâîäÿùèå ñðåäû � c. Çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ â îãðà-
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íè÷åííîé îáëàñòè�, êàê è èñõîäíàÿ çàäà÷à:

rot ; div âà
à

àE 0 E
H

� � �
�

�
� �

t

c0 � ,
(12)

rot âà à ïH E E� � �� � �( ) ,1 � c (13)

rot âàH 0� � 0 , (14)

div â�H �0 �. (15)

Íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñðåä S k l, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ñîïðÿ-

æåíèÿ:

E n E nà à
k

k l
l

k l� � �, , , (16)

� � � �k
k

k l l
l

k l l k k lE n E n E nà à ï	 � 	 � � 	, , ,( ) , (17)

H n H n H n H nà à à à
k

k l
l

k l
k

k l
l

k l� � � 	 � 	, , , ,; . (18)

Íà ïîâåðõíîñòè çåìëè 
ç â ñèëó (10) óñëîâèå ñîïðÿæåíèÿ (17) ïåðåõîäèò â
óñëîâèå

�1 1 0 0E nà 	 �, . (19)

Íà âíåøíåé ãðàíèöå îáëàñòè 
 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

E n 0 H nà à;� � 	 �0. (20)

Ñèñòåìà (12)–(20) äîïîëíÿåòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè [1]:

E E H Hà à à àt t� �
� �

0

0

0

0; . (21)

Âàðèàöèîííûå ôîðìóëèðîâêè çàäà÷ äëÿ àíîìàëüíûõ ïîëåé â òåð-
ìèíàõ ïîòåíöèàëîâ. Àíàëîãè÷íî [1] äëÿ îïèñàíèÿ àíîìàëüíûõ ïîëåé ââî-
äèòñÿ ñêàëÿðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë� â � 0 è âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïî-
òåíöèàë A â ïðîâîäÿùèõ ñðåäàõ � c ñ êàëèáðîâî÷íûì óñëîâèåì:

Hà
rot

�
��

�

�
�
�

� �

�

â

div â

0

1 0

,

( ) , .� �A A c

Â ýòîì ñëó÷àå íàïðÿæåííîñòü àíîìàëüíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Eà â ïîäîá-

ëàñòè � c ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå E A
à � � ���

�t
U. Ïåðåïèøåì óðàâ-

íåíèÿ (12)–(21) â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëîâ:

� � �div â� � �0 0 , (22)
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� 
 �� �0 0íà , (23)

rot rot âï

1
1

�
� � � �A EA� � � � ��

�t
U c( ) ,� (24)

div â�A �0 � c, (25)

A n 0� � �íà 
 � c. (26)

Óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñðåä èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

� � 	 � 	� � 
n A n1 0 1 0, , ,rot íà1
ç (27)

�� � � �� 
n A n1 0
1

1 0

1
, , ,

�
rot íà ç

(28)

1 1

� �
rot rot íàA n A nk

k l
l

k l
k lS� � �, ,

, , (29)

� �k
k

k l l
l

k l
k lSA n A n	 � 	, ,

, .íà (30)

Ïðèâåäåì óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà U íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà
ñðåä S k l, . Âîçüìåì äèâåðãåíöèþ îò (24) è ðàññìîòðèì ðåçóëüòàò åå ïðèìåíå-

íèÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ S k l, . Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå Eà ÷åðåç ïîòåíöèàëû è ñî-

îòíîøåíèÿ (17), (30), ïîëó÷èì

� � � �k
k

k l l
l

k l k l k lU U� 	 � � 	 � � 	n n E n, , ,( ) .ï (31)

Íà ïîâåðõíîñòè çåìëè 
ç óñëîâèå (31) ïåðåõîäèò â

�1
1

1 0 0� 	 �U n , . (32)

Èç ñèñòåìû (24)–(32) ìîæíî ïîëó÷èòü çàìêíóòóþ ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è äëÿ
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëàU :

div â( ) ,�� �U c0 � (33)

�1
1

1 0 0� 	 �U n , ,íà ç
 (34)

� � � �k
k

k l l
l

k l k l k l
k lU U S� 	 � � 	 � � 	n n E n, , ,

,( ) ,ï íà (35)

U c� �0 íà 
 � . (36)

Ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë U ìîæåò áûòü âû÷èñëåí â êàæäûé ìîìåíò âðåìå-
íè è çàâèñèò òîëüêî îò òåêóùèõ çíà÷åíèé ïåðâè÷íîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
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E ï íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ïðîâîäÿùèõ ñðåä S k l, . Â óðàâíåíèè (24) ñëàãàåìîå ñ

ïîòåíöèàëîì ïåðåíåñåì â ïðàâóþ ÷àñòü è ââåäåì ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà P:

E ï íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ïðîâîäÿùèõ ñðåä S k l, . Â óðàâíåíèè (24) ñëàãàåìîå ñ

ïîòåíöèàëîì ïåðåíåñåì â ïðàâóþ ÷àñòü è ââåäåì ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà P:

rot rot âï

1
1�

� � � � �A EA� � � � � � ��

�t
P U c( ) .� (37)

Äîïîëíèì çàäà÷ó êðàåâûìè óñëîâèÿìè

� 	 �P n1 0 0, ,íà ç
 (38)

P c� �0 íà 
 � . (39)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíûå äàííûå èçâåñòíû [1]:

A A
t t� �

� �
0

0

0

0, .� �

Ñôîðìóëèðóåì îáîáùåííûå çàäà÷è. Çàäà÷à äëÿ ìàãíèòíîãî ñêàëÿðíîãî
ïîòåíöèàëà � ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé
H H� �� 1

0( ) ñ íóëåâûì ñëåäîì íà ãðàíèöå 
 �� 0. Äëÿ âåêòîðíîãî ìàã-

íèòíîãî ïîòåíöèàëà A ââîäèòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé H HA � ( , )rot � c

ñ íóëåâûì êàñàòåëüíûì ñëåäîì íà ãðàíèöå 
 �� c. Äëÿ ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà

è ñêàëÿðíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ââîäèòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî HU �
� H c1 ( )� ñ íóëåâûì ñëåäîì íà ãðàíèöå 
 �� c. Ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì

îáîáùåííóþ çàäà÷ó, ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷å (33)–(36) äëÿ ñêàëÿðíîãî ïî-
òåíöèàëà U.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ U C T HU� 0 0(( , ); ) òàêóþ, ÷òî � �t T( , )0 è

� �V HU âûïîëíåíî

� � �
�

�
c k l

U Vd V dS

Sk l

k l k l� ��� 	� � � 	
� ,, ,

,( ) .
1 0

E nï
(40)

Äàëåå ñôîðìóëèðóåì çàäà÷è äëÿ ìàãíèòíûõ ïîòåíöèàëîâ è ìíîæèòåëÿ
Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷àì (25)–(30), (37)–(39), ïðè ýòîì ñ÷èòàåì,
÷òî ñêàëÿðíûé ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë U åñòü èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäå-
ëåííàÿ èç (40).

Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèè � ��C T H0 0(( , ); ), ( , ) (( , ); )A H AP C T� �1 0

�C T HU
0 0(( , ); ) òàêèå, ÷òî � �t T( , )0 è � �W H� , � � �( , )B HAV HU âû-

ïîëíåíû

�
� 


� �
0

1 0� �� 	� �� 	Wd W dS

ç

rot A n , ,

1

�
� �

� � �

� � �
c c c

d d P d
t� � �	 � 	 � � 	 ��

�
rot rotA B A B B

� � 	 � � 	 � � � 	� � �( ) ,,

� � 


� � �
c c

d U d dS� � �1 1 0E B B n Bï

ç
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� 	� �� �
�

�
c

VdA 0.

Çäåñü âî âòîðîì óðàâíåíèè èíòåãðàëîì ïî ãðàíèöå
ç îáîçíà÷åíî îòíîøåíèå
äâîéñòâåííîñòè ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì òàíãåíöèàëüíûõ ñëåäîâ ôóíêöèé èç
HA è åãî ñîïðÿæåííûì ïðîñòðàíñòâîì. Åñëè äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè
� , ,A P ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì âàðèàöèîííûõ óðàâíåíèé ïðèâåäåííîé ñèñòå-
ìû, òî, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Ãðèíà, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòè ôóíêöèè óäîâëåò-
âîðÿþò äèôôåðåíöèàëüíûì çàäà÷àì (25)–(30), (37)–(39). Äëÿ ïîõîæåé çàäà-
÷è òàêàÿ ïðîöåäóðà ïîäðîáíî ïðîäåëàíà, íàïðèìåð, â [2].

×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ. Ïóñòü èìååòñÿ ðåãóëÿðíîå ñåìåéñòâî T h òðè-

àíãóëÿöèé îáëàñòè � , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå êâàçèðàâíîìåðíî-
ñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S h è Fh ïðîñòðàíñòâà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âòîðîãî
ïîðÿäêà, êîíôîðìíûõ â ïðîñòðàíñòâàõ H c1 ( )� è H 1

0( ),� à ÷åðåç Vh ïðî-

ñòðàíñòâî ýëåìåíòîâ Íåäåëåêà ïåðâîãî ïîðÿäêà âòîðîãî òèïà, êîíôîðìíûõ â
ïðîñòðàíñòâå H( , ).rot � c Ñòåïåíè ñâîáîäû ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ S h è Fh

ñâÿçàíû ñî çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé â óçëàõ è ñåðåäèíàõ ðåáåð òðèàíãóëÿöèè, à
ñòåïåíè ñâîáîäû ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà Vh – ñ ìîìåíòàìè âåêòîðíûõ
ôóíêöèé íà ðåáðàõ òðèàíãóëÿöèè. Ââåäåì ïðîñòðàíñòâà Q F Hh h� � � , Xh �
� �V HAh èY S Hh h U� � . Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèå êîíå÷íîìåð-
íûå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì àíàëîãè ïðîåêöèîííûõ çàäà÷ äëÿ
àíîìàëüíûõ ïîëåé.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ U C T Yh h� 0 0(( , ); ) òàêóþ, ÷òî � �t T( , )0 è

� �V Yh h âûïîëíåíî

� � �
�

�
c k l

U V d V dSh h h

Sk l

k l k l� ��� 	� � � 	
� ,, ,

,( ) .
1 0

E nï

Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèè� h hC T Q� 0 0(( , ); ), ( , ) (( , ); )A Xh h hP C T� �1 0

�C T Yh
0 0(( , ); ) òàêèå, ÷òî � �t T( , ),0 � �W Qh h è � � �( , )B Xh h h hV Y âû-

ïîëíåíû

�
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� �
0

1 0� �� 	� �� 	h h h hW d W dS

ç

rot A n , ,

1

�
� �

� � �

� � �
c c c

h h h h h hd d P d
t� � �	 � 	 � � 	 ��

�
rot rotA B A B B

� � 	 � � 	 � � � 	� � �( ) ,,

� � 


� � �
c c

h h h hd U d dS� � �1 1 0E B B n Bï

ç

� 	� �� �
�

�
c

h hV dA 0.

Ïåðåéäåì ê ôîðìóëèðîâêå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé. Äëÿ ýòîãî ââåäåì áàçèñû ïðîñòðàíñòâ Qh h, X è Yh :

Q k N i Nh k Q h i� � � �span{ span{ };� , , }; , ,1 1X N X
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Y k Nh k Y� �span{� , , }.1

Èñêîìûå ôóíêöèè U C T Yh h� 0 0(( , ); ), � h hC T Q� 0 0(( , ); ), A h C T� 1 0(( , );

X h ), P C T Yh h� 0 0(( , ); ) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

U u f a P ph l

l

N

l h k

k

N

k h j

j

N

j h l

l

Y Q

� � � �
� � � �
� � �

1 1 1 1

� �, , ,� A N
X N

l

Y

� � .

Êîíå÷íîìåðíûå ïðîåêöèîííûå çàäà÷è çàïèñûâàþòñÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâå-
ñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ, çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè:

C L

A M

B

� �

� � �

� �

�
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��

�
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G A U E

A A P F U

A 0

( ), ,
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.
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T
B

Çäåñü èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå ìàòðè÷íî-âåêòîðíûå îáîçíà÷åíèÿ:
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Ââåäåì âðåìåííóþ ñåòêó{ , , ...}.t nn �0 Äîïóñêàåì, ÷òî ñåòêà ìîæåò áûòü
íåðàâíîìåðíîé. Îáîçíà÷èì øàãè # n n nt t n� � �� 1 1, , ... , è ñåðåäèíû èíòåð-
âàëîâ t t t nn n n� �� � �1 2 1 2 1( ) , , ... . Âåðõíèå èíäåêñû èñêîìûõ âåêòîðîâ An,

n � 1 2 ñîîòâåòñòâóþò íîìåðó øàãà ïî âðåìåíè. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âåêòîðû
A0 è 0 çàäàíû èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ñêàëÿðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë

1 2 â íåïðîâîäÿùåé ñðåäå ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

L

A M B

B

U E

P F U

A 0

A A A A

0 0

1 0 1 0

1

1 2 0 0

1

2

�

� � �

� �

�

�
�

�

� �

,
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,

#
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�

� �
�

C
1 1 1 2

1 0

2
G A( ), .

Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ðåãóëÿðíàÿ ñõåìà Êðàíêà – Íèêîëñîíà, íà÷èíàÿ ñ øàãà
n �1,...:
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U E

P F
A A A A

n n

n n n n

n

T n n

� �

� �
� �

�
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1 2 1 2

1 1
1 2 1 2
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#
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A 0
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n
n

n
n n

�

� �

� �

�
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�
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1 2

1 2 1 2

),

,

( ) ( ).

B

C $ % G A

Çäåñü êîýôôèöèåíòû çàâèñÿò îò øàãîâ âðåìåíè:

$ # # # % $n n n n n n� � � ��( ); .1 1

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðåõîäå îò øàãà n �1ê øàãó n ðåøàþòñÿ äâå ñêàëÿðíûå
ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà â ïðîâîäÿùåé ñðåäå è
ñêàëÿðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà â âîçäóõå. Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ñåä-
ëîâîé òî÷êîé îïðåäåëÿþòñÿ âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë è ìíîæèòåëü
Ëàãðàíæà â ïðîâîäÿùåé ñðåäå. Ðåøåíèå ñêàëÿðíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ïðåäîáóñëîâëåííûì ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ. Ñèñòå-
ìà óðàâíåíèé ñ ñåäëîâîé òî÷êîé ðåøàåòñÿ èòåðàöèîííûì ìåòîäîì, ïðåäëî-
æåííûì â ðàáîòå [7]. Êðèòåðèåì îñòàíîâà èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ñëóæèò îò-
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íîøåíèå ñôåðè÷åñêîé íîðìû âåêòîðà íåâÿçêè ê ñôåðè÷åñêîé íîðìå âåêòîðà
ïðàâîé ÷àñòè.

Ïðèìåð ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà. Îñíîâíûå âû÷èñëèòåëüíûå óñèëèÿ íà-
ïðàâëåíû íà íàõîæäåíèå âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà è ìíîæèòåëÿ
Ëàãðàíæà â ïðîâîäÿùåé ñðåäå. Ïðèâåäåì ïðèìåð, õàðàêòåðèçóþùèé ÷óâñò-
âèòåëüíîñòü àëãîðèòìà ê íàëè÷èþ íåîäíîðîäíîñòåé â ïðîâîäÿùåé ñðåäå.
Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îáëàñòü, ñîñòàâëåííóþ èç äâóõ ãîðèçîíòàëüíûõ ïðî-
âîäÿùèõ ñëîåâ ñ ïðîâîäèìîñòÿìè �1 � 3,2 Ñì/ì è �2 � 0,5 Ñì/ì. Âûñîòà
êàæäîãî ñëîÿ ðàâíà 3000 ì. Íèæíÿÿ ñðåäà èìååò âêëþ÷åíèå â âèäå ïàðàëëå-
ëåïèïåäà ðàçìåðîì 250 1000 500� � ì ñ êîíòðàñòíîé ïðîâîäèìîñòüþ
�3 � 0,01 Ñì/ì. Ãîðèçîíòàëüíûå ðàçìåðû ñëîåâ ñîñòàâëÿþò 6000 6000� ì.
Îáùèå ðàçìåðû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îøèáêè â
óñëîâèÿõ íà âíåøíèõ ãðàíèöàõ îêàçûâàëè ìèíèìàëüíîå âëèÿíèå íà àíàëèç
ïîëåé âíóòðè îáëàñòè. Èñòî÷íèê íàõîäèòñÿ â âåðõíåé ñðåäå, âûøå âòîðîãî
ñëîÿ íà 500 ì. Äëèíà ýëåêòðè÷åñêîé ëèíèè 500 ì. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè òîê èñòî÷íèêà I ñò �50 À. Òðèàíãóëÿöèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ñîäåðæèò

70000 ðåáåð è 10000 âåðøèí. Ðåøåíèå ñèñòåì óðàâíåíèé èòåðàöèîííûìè ìå-
òîäàìè íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè & � �10 10. Èñïîëüçó-

åòñÿ íåðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ïî âðåìåíè. Îáùèé âðåìåííîé èíòåðâàë èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé T �100 ñ, îáùåå êîëè÷åñòâî âðåìåííûõ øàãîâ
200. Èçìåðåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðîèçâîäÿòñÿ íà ãðàíèöå äâóõ ïðîâîäÿ-
ùèõ ñëîåâ, ò. å. â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè èñòî÷íèêà íà ðàññòîÿíèè 1000 ì îò
ïðîåêöèè öåíòðà ýëåêòðè÷åñêîé ëèíèè íà ãðàíèöó ðàçäåëà ñðåä. Y-êîìïî-
íåíòà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ìîìåíò âðåìåíè T �10 ñ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1.
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Îáëàñòü ïðåäñòàâëåíà â ðàçðåçå âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç èñòî÷íèê. Íà ðèñóíêå ðàçëè÷íûå îòòåíêè ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì
çíà÷åíèÿì Y-êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ÷òî ïîêàçàíî â ëåâîé ÷àñòè.
Ñïëîøíûå ëèíèè – ãðàíèöû ðàçäåëà ïðîâîäÿùèõ ñðåä. Èñòî÷íèê èçîáðàæåí
îòðåçêîì áåëîãî öâåòà, ïðèåìíèê – ÷åðíîé òî÷êîé íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä.
Îðèåíòàöèÿ êîîðäèíàòíûõ îñåé ïðèâåäåíà â ëåâîé íèæíåé ÷àñòè ðèñóíêà.
Íàðóøåíèå îäíîðîäíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðîèñõîäèò íà ãðàíèöå ïî-
äîáëàñòè ñ êîíòðàñòíîé ïðîâîäèìîñòüþ. Çàâèñèìîñòè Y-êîìïîíåíò ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ îò âðåìåíè â òî÷êå èçìåðåíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2 (ñïëîø-
íàÿ ëèíèÿ). Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ âêëþ÷åíèÿ áåç êîíòðà-
ñòà: � �3 2� . Â íà÷àëüíûé ïåðèîä âðåìåíè óðîâåíü ñèãíàëà â òî÷êå èçìåðå-
íèÿ ïî÷òè íå ìåíÿåòñÿ è îòíîñèòåëüíàÿ ðàçíîñòü ìåæäó êðèâûìè ñîñòàâëÿåò
îêîëî 6,5 %. Äàëåå óðîâåíü ñèãíàëà ïàäàåò. Â ìîìåíò âðåìåíè T �85 ñ ïðî-
èñõîäèò ïàäåíèå óðîâíÿ ñèãíàëà íà òðè ïîðÿäêà.

Çàêëþ÷åíèå. Ââåäåíèå íåñòàíäàðòíîãî êàëèáðîâî÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ
âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà ïîçâîëèëî âûäåëèòü èç îáùåé ñèñòåìû
óðàâíåíèé çàäà÷ó äëÿ ñêàëÿðíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Îñíîâíîé
îñîáåííîñòüþ ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ âêëþ÷åíèå â ïîñòàíîâêó
çàäà÷è ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ÷òî äàëî âîçìîæíîñòü óäîâëåòâîðèòü êàê äè-
âåðãåíòíîå ñâîéñòâî âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå, òàê
è îáåñïå÷èòü óñòîé÷èâîñòü ñ÷åòà íà ïîçäíèõ âðåìåíàõ (ñì. ðèñ. 2). Çàìåòèì,
÷òî â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà êëàññ èñòî÷íèêîâ ïîëåé ìîæåò áûòü
ðàñøèðåí. Ýòî îáóñëîâëåíî âîçìîæíîñòüþ àíàëèòè÷åñêîãî çàäàíèÿ ïîëÿ
èñòî÷íèêà â îäíîðîäíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå.
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