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Ïîëó÷åíà ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ îïòèìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ
ïàðàìåòðîâ îïòè÷åñêîãî èìïóëüñà ñ ó÷åòîì äðîáîâîãî øóìà. Íàéäåíû àëãî-
ðèòìû îöåíîê àìïëèòóäû è äëèòåëüíîñòè ãàóññîâà èìïóëüñà, à òàêæå åãî ïîëî-
æåíèå íà îñè âðåìåíè. Îïðåäåëåíû ãðàíèöû Ðàî – Êðàìåðà äëÿ íåñîâìåñòíûõ
è ñîâìåñòíûõ îöåíîê.

Ââåäåíèå. Â îñíîâå ñâåòîâîëîêîííîé ñâÿçè, ëàçåðíîé ëîêàöèè, îïòè÷å-
ñêîé äèñêîâîé ïàìÿòè è DVD-ïðîèãðûâàòåëåé, à òàêæå ëàçåðíûõ èíôîðìà-
öèîííûõ òåõíîëîãèé ëåæèò äîñòîâåðíûé ïðèåì è îáðàáîòêà îïòè÷åñêèõ ñèã-
íàëîâ. Îáùåïðèíÿòûì ñïîñîáîì ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ïðèåìà îï-
òè÷åñêèõ ñèãíàëîâ ÿâëÿåòñÿ èõ ôîòîäåòåêòèðîâàíèå è ïîñëåäóþùåå ïðå-
îáðàçîâàíèå ñðåäñòâàìè ýëåêòðîíèêè è âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè [1–3]. Ñî-
âðåìåííûå ôîòîäåòåêòîðû íàñòîëüêî ñîâåðøåííû, ÷òî îñíîâíîé ïîìåõîé
ïðèåìó ÿâëÿåòñÿ íåóñòðàíèìûé, ïî êðàéíåé ìåðå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü, äðî-
áîâîé øóì [4, 5]. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îïòèìàëüíîìó îöåíèâàíèþ ïàðà-
ìåòðîâ îïòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ, ïîëó÷àåìûõ íà âûõîäå àíàëîãîâîãî ôîòîäåòåê-
òîðà ñ ó÷åòîì äðîáîâîãî øóìà, ìîäåëüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íåñòàöèîíàðíûé
äåëüòà-êîððåëèðîâàííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíè-
åì. Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò èçâåñòíûõ ñòàíäàðòíûõ
â ñòàòèñòè÷åñêîé ðàäèîòåõíèêå [6–8], êîãäà ñèãíàë è øóì ÿâëÿþòñÿ íåçàâè-
ñèìûìè. Ïðè ïðèåìå îïòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè
äðîáîâîãî øóìà òåñíî ñâÿçàíû ñî çíà÷åíèÿìè ñàìîãî ñèãíàëà. Äèñïåðñèÿ
ýòîãî øóìà â êàæäîé òî÷êå îñè âðåìåíè äëÿ àíñàìáëÿ îäèíàêîâûõ ðåàëèçà-
öèé îïòè÷åñêîãî ñèãíàëà ïðîïîðöèîíàëüíà ìãíîâåííîé èíòåíñèâíîñòè ñà-
ìîãî ñèãíàëà â ýòîé æå òî÷êå.

Ãàóññîâà ôîðìà èìïóëüñà âûáðàíà íàìè íà îñíîâàíèè òîãî, ÷òî îíà øè-
ðîêî èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå è, êðîìå òîãî, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òî÷íûå
àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíè-
âàåìûõ ïàðàìåòðîâ íåèçâåñòíû, ïîýòîìó îïòèìàëüíûìè áóäóò îöåíêè, ïî-
ëó÷àåìûå ïî êðèòåðèþ äîñòèæåíèÿ ìàêñèìóìà ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè âåðî-
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ÿòíîñòè ïðèíèìàåìîãî ñèãíàëà, ðàññìàòðèâàåìîé êàê ôóíêöèÿ îöåíèâàåìî-
ãî ïàðàìåòðà – ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ [7]. Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä ê îöåíêå
ïàðàìåòðîâ îïòè÷åñêîãî äîïëåðîâñêîãî èìïóëüñà ïðè ïóàññîíîâñêîé ìîäå-
ëè ôîòîäåòåêòèðîâàíèÿ áûë ðåàëèçîâàí â [9].

Ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ ôîòîýëåêòðè÷åñêîãî ñèã-
íàëà. Òåîðèÿ ôîòîýôôåêòà [5] ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ýëåêòðè÷åñêèé ñèãíàë
íà âûõîäå ôîòîäåòåêòîðà â âèäå ñëåäóþùåé àääèòèâíîé êîìáèíàöèè:
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– äåòåðìèíèðîâàííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ôîòîòîêà, ïðîïîðöè-

îíàëüíàÿ ìãíîâåííîé èíòåíñèâíîñòè îïòè÷åñêîãî ñèãíàëà J t( ); � – êâàíòî-
âàÿ ýôôåêòèâíîñòü äåòåêòîðà; ( )ze – çàðÿä ýëåêòðîíà; h� – ýíåðãèÿ êâàíòà
ïðèíèìàåìîãî èçëó÷åíèÿ; n t( ) – äðîáîâîé øóì.

Çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî ïðèåìà îïòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ áóäåì ðåøàòü â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî èñïîëüçóåòñÿ àíàëîãîâûé øèðîêîïîëîñíûé äåòåêòîð, êîãäà
øóì ìîæíî ñ÷èòàòü íåñòàöèîíàðíûì íîðìàëüíûì ïðîöåññîì ñ äèñïåðñèåé â
êàæäîé òî÷êå îñè âðåìåíè, îïðåäåëÿåìîé âûðàæåíèåì [4–6]
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Çäåñü �t – èíòåðâàë êâàíòîâàíèÿ ñèãíàëà ïî âðåìåíè.
Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âûõîäíîé ñèãíàë ôîòîäåòåêòîðà ðàâíîìåðíî

êâàíòóåòñÿ ñ èíòåðâàëîì �t.Òîãäà, èñõîäÿ èç òîãî ÷òî øóì n t( ),êàê óæå áûëî
ñêàçàíî, ðàñïðåäåëåí ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó, ìîæåì ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü
âåðîÿòíîñòè ñèãíàëà – ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà	 –
ïðåäñòàâèòü â âèäå [6]
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé îöåíèâàíèÿ [6, 7] îïòèìàëüíûå îöåíêè ïîëó÷à-
þòñÿ êàê ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðàâäîïîäîáèÿ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ
ïóòåì ïðèðàâíèâàíèÿ ê íóëþ ïðîèçâîäíûõ ëîãàðèôìà ôóíêöèè ïðàâäîïîäî-
áèÿ ïî îöåíèâàåìîìó ïàðàìåòðó. Ñîãëàñíî (3) ýòîò ëîãàðèôì èìååò ñëåäóþ-
ùèé âèä:
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âûðàæåíèå (4) ïðèìåò âèä
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Ïîñêîëüêó êîíñòàíòà C íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ïàðàìåòðà ñèãíàëà, åå
ìîæíî îïóñòèòü. Íà ïðàêòèêå âðåìÿ èçìåðåíèÿ T m t� �( )2 1 � óñòàíàâëèâàåò-
ñÿ ñóùåñòâåííî áîëüøèì äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà, à èíòåðâàë êâàíòîâàíèÿ
âûáèðàåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûì, ò. å. �t T�� ��� . Òîãäà, çàìåíÿÿ ïîñëåäíþþ
ñóììó â (6) èíòåãðàëîì, ëîãàðèôì ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ ïðèìåò îêîí÷à-
òåëüíûé âèä:
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Âûâîä ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðàâäîïîäîáèÿ. Äèôôåðåíöèðóÿ âûðàæå-
íèå (7) ïî îöåíèâàåìûì ïàðàìåòðàì è ïðèðàâíèâàÿ ýòè ïðîèçâîäíûå ê íóëþ,
ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé ïðàâäîïîäîáèÿ, ðåøåíèå êîòîðîé äàñò ñîâìåñò-
íûå îöåíêè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Â íàøåì ñëó÷àå èõ òðè: àìïëèòóäà A,
äëèòåëüíîñòü ñèãíàëà � è åãî ïîëîæåíèå íà îñè âðåìåíè t0.
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n t n t n t n ti i i i

ze A e

t

2 2
1 1

2
( ) ( ) ( ) ( ).

( ) ( )
� � � �

�

�

(10)

36



Çäåñü n ti
2 ( ) – äèñïåðñèÿ äðîáîâîãî øóìà, à n t1 ( ) – ïåðåìåííàÿ ÷àñòü åãî

êâàäðàòà. Îòìåòèì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñïåðñèè, êàê ñëåäóåò èç
(10), ðàâíî 0.
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Çàìåíÿÿ âòîðóþ ñóììó èíòåãðàëîì, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíîå óðàâíåíèå
ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ A:
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Àíàëîãè÷íî ñ ó÷åòîì (11) íàéäåì óðàâíåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ îöåíêè
ïàðàìåòðà � :
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Â êàæäîì èç óðàâíåíèé (13), (16), (17) ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ïðèñóòñòâóåò
ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå ðåàëèçàöèþ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà n t1 ( ). Êàê ïîêàçà-
íî â ïðèëîæåíèè, ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ýòèõ ñëàãàåìûõ ðàâíû íóëþ, à
èõ ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå îòêëîíåíèÿ ìàëû îòíîñèòåëüíî âåëè÷èí, âõîäÿùèõ
â ñîñòàâ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïîëó÷åííûå óðàâíå-
íèÿ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2 2 0� 
�
i m

i m

it t A
� �

� �


 � �( ) ,�
(18)

4 2 00
2 3� 
 �

i m

i m

i it t t t A
� �

� �


 � � �( ) ( ) ,�
(19)

� �
i m

i m

i i

i m

i m

it t t t t t
� �

� �

� �

� �


 
� �( ) ( ) .� �0 0
(20)

Íåñîâìåñòíûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ. Ðåøàÿ êàæäîå èç óðàâíåíèé (18)–
(20) îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåãî ïàðàìåòðà ïðè óñëîâèè, ÷òî äâà äðóãèõ
ïàðàìåòðà èçâåñòíû, íàõîäèì èõ íåñîâìåñòíûå îöåíêè â ñëåäóþùåì âèäå:
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(23)

Òîãäà, ïîëó÷èâ ðåàëèçàöèþ ñèãíàëà ôîòîäåòåêòîðà �( )t ïðè äâóõ èçâåñò-
íûõ ïàðàìåòðàõ, èñïîëüçóÿ (21)–(23), ëåãêî âû÷èñëèòü îïòèìàëüíóþ îöåíêó
òðåòüåãî.

Ñîâìåñòíûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ. Åñëè íåèçâåñòíûìè îêàçûâàþòñÿ âñå
ïàðàìåòðû ñèãíàëà, òî ñîâìåñòíûå èõ îöåíêè íàõîäÿòñÿ êàê ðåøåíèå ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé ïðàâäîïîäîáèÿ (18)–(20). Ïîñêîëüêó â óðàâíåíèè (20) êðîìå t0

íå ñîäåðæèòñÿ äðóãèõ ïàðàìåòðîâ, åãî ðåøåíèå ïðè íåñîâìåñòíîé îöåíêå
(23) ñîõðàíèòñÿ è äëÿ ñîâìåñòíîé. Ðåøèâ îñòàâøóþñÿ ñèñòåìó èç äâóõ óðàâ-
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íåíèé ïðè äâóõ íåèçâåñòíûõ, íàéäåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñîâìåñò-
íûõ îöåíîê A è � :
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èâ ðåàëèçàöèþ ñèãíàëà �( )t ñ âûõîäà ôîòîäåòåêòî-
ðà, ìîæíî îöåíèòü âñå åãî íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû.

Ãðàíèöû Ðàî – Êðàìåðà äëÿ íåñîâìåñòíûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ. Êà÷å-
ñòâî ìàêñèìàëüíî ïðàâäîïîäîáíûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ ñèãíàëà îïðåäåëÿåò-
ñÿ ãðàíèöàìè Ðàî – Êðàìåðà (ÃÐÊ) [7], êîòîðûå ïîêàçûâàþò ìèíèìàëüíóþ
âåëè÷èíó äèñïåðñèè ïîëó÷àåìûõ îöåíîê. Ïî îïðåäåëåíèþ
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(26)

ãäå 	 – îöåíèâàåìûé ïàðàìåòð.
Ñíà÷àëà íàéäåì ÃÐÊ äëÿ A, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (8) è (11):
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Ïðèìåíÿÿ (1) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

n t n t n t n t n t n t i ji j i j i j( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,� � � &1 1 1 0 ïðè (28)

âûðàæåíèå (27) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
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Ðàññìîòðèì âñå òðè ñëàãàåìûõ â ñêîáêàõ âûðàæåíèÿ (29). Ïåðâîå – ýòî
äèñïåðñèÿ äðîáîâîãî øóìà. Âòîðîå ïðåäñòàâëåíî â ïðèëîæåíèè êàê äèñïåð-
ñèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Yi (Ï4). À òðåòüå ðàâíî íóëþ, òàê êàê

n t n t n t n t n t n ti i i i i i1
2 2 3 2 0 0 0( ) ( ) ( ( ) ) ( ) ( ) ( ) .� � � � � � �� � (30)
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�A ze m( ) .(( Îêîí÷àòåëüíî èìååì
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Àíàëîãè÷íî âûâîäèòñÿ ÃÐÊ äëÿ � :
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Èñïîëüçóÿ (30), ïîëó÷èì
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Çàìåíÿÿ ñóììû èíòåãðàëàìè è ó÷èòûâàÿ ïðèáëèæåíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå
â ïðèëîæåíèè, íàéäåì, ÷òî
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Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì
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(36)
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Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (32), (35) è (36), îïðåäåëèì ìèíè-
ìàëüíûå îòíîñèòåëüíûå ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå îòêëîíåíèÿ íåñîâìåñòíûõ
îöåíîê:
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, èñïîëüçóÿ (37)–(39), âû÷èñëèì ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå
îòêëîíåíèÿ ïðè êîíêðåòíûõ äàííûõ: A � 0,1 ìêÀ, � �10 íñ, òîãäà �A A )
)1 3, %, � �� ) 0,8 %, � �t 0

) 0,95 %.

Ãðàíèöû Ðàî – Êðàìåðà äëÿ ñîâìåñòíûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ. ÃÐÊ
ïðè ñîâìåñòíûõ îöåíêàõ ïàðàìåòðîâ ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êîð-
ðåëÿöèîííîé ìàòðèöû, êîòîðàÿ îáðàòíà ìàòðèöå Ôèøåðà. Ýëåìåíòû ìàòðè-
öû Ôèøåðà çàäàþòñÿ ôîðìóëîé [7]
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(40)

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå íàéäåíû äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû Ôè-
øåðà (32), (35), (36). Îïðåäåëèì îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû:
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(42)

òàê êàê ðàçâåðíóòûå âûðàæåíèÿ (42) ñîäåðæàò íå÷åòíûå ñòåïåíè ( ),t ti � 0 ÷òî
ïðèâîäèò ê íóëåâûì çíà÷åíèÿì ñóìì.
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Òîãäà ìàòðèöà Ôèøåðà è îáðàòíàÿ åé êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà îøèáîê
ñîîòâåòñòâåííî ïðèìóò âèä
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Àíàëèçèðóÿ ïîñëåäíþþ ìàòðèöó, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî îöåíêè A è

� êîððåëèðóþò ìåæäó ñîáîé ñ êîýôôèöèåíòîì �
( )

,
ze



à îöåíêè t0 íåçàâè-

ñèìû.
Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû îøèáîê, ïðåäñòàâëÿ-

þùèå ñîáîé ìèíèìàëüíûå äèñïåðñèè ñîâìåñòíûõ îöåíîê, ïîçâîëÿþò íàéòè
ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûõ îòíîñèòåëüíûõ ñðåäíå-
êâàäðàòè÷íûõ îòêëîíåíèé:
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Àíàëèç (37)–(39) è (43)–(45) ïîêàçûâàåò, ÷òî äèñïåðñèè ñîâìåñòíûõ îöå-
íîê äëÿ A è � â 1,5 ðàçà áîëüøå, ÷åì äèñïåðñèè íåñîâìåñòíûõ îöåíîê, à äëÿ
t0 � ñîâïàäàþò.
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 1 �
â âûðà-

æåíèå (13) íàéäåì åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ.
Êàê óæå óïîìèíàëîñü (10), ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå n t1 0( ) ,� îòêóäà

ñëåäóåò, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåëè÷èíû X êàê ñóììû ÷ëåíîâ, ñî-
äåðæàùèõ n t1 ( ), òàêæå áóäåò ðàâíî íóëþ. Îïðåäåëèì åå äèñïåðñèþ.
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Ñíà÷àëà íàéäåì äèñïåðñèþ âåëè÷èíûY n t ei i� �1 ( ) ( ). Ïî îïðåäåëåíèþ

� �Y i i i ii
Y Y n t e2 2 2 2 2 2 0� + , � + , � + � � , � �(( ( ) )( ))

� + , � �( ( ) ) ( ) .n t ei i
4 4 2� (Ï1)
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n t x dxi
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x4 4
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2
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). (Ï4)

Ïîñêîëüêó ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû + , �X 0, ñëåäóåò ïîëàãàòü,
÷òî âêëàä ýòîé ñóììû â óðàâíåíèå (13) îïðåäåëÿåòñÿ åå ôëóêòóàöèÿìè ñ äèñ-
ïåðñèåé (Ï4). Îöåíèì ýòîò âêëàä îòíîøåíèåì ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëî-
íåíèÿ �X A( )

2 ê òðåòüåìó âåñîìîìó ñëàãàåìîìó â (13):
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Îòìåòèì, ÷òî ïðèíÿòàÿ íàìè ìîäåëü äðîáîâîãî øóìà â âèäå ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, ñîîòâåòñòâóþùàÿ àíàëîãîâîìó äå-
òåêòèðîâàíèþ, ïðåäïîëàãàåò äîñòàòî÷íî ïëîòíûé ïîòîê ôîòîýëåêòðîíîâ ñ
âûõîäà ôîòîäèîäà, ò. å. íà «õâîñòàõ» ãàóññîâà èìïóëüñà â ðàéîíå t �2� íà
êàæäîì ýëåìåíòå êâàíòîâàíèÿ �t äîëæíî áûòü ïðèíÿòî íå ìåíåå 100 ôîòî-
ýëåêòðîíîâ. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî ïðè âïîëíå ðåàëüíîì ïåðèîäå

êâàíòîâàíèÿ�t �0 1, � àìïëèòóäà èìïóëüñà ôîòîòîêà A
ze� 1000
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exp( ).
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, ïîëó÷àåìûõ íà âñåì

èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ T, ñîñòàâèò îêîëî 105. Òàêèì îáðàçîì, ïðè çíà÷åíèè
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T �10� îòíîøåíèå (Ï5) áóäåò ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî 0,015 %, ÷òî äàåò îñíî-

âàíèå ïðåíåáðå÷ü ÷ëåíîì
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 � � â óðàâíåíèÿõ (16) è (17) ñîîòâåòñòâåííî.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Â. Ñ. Ñîáîëåâó çà ïîìîùü â ïîñòàíîâêå
çàäà÷è è åå ðåøåíèè.
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