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Íàéäåíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàññòîÿíèÿìè â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ: åâê-
ëèäîâîì, âèçóàëüíîì, íà ìîäåëÿõ Êëåéíà è Ïóàíêàðå. Ïîêàçàíû òèïîâûå ïî-
âåðõíîñòè â ãëîáàëüíîé ñòðóêòóðå èçîòðîïíîãî âèçóàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ðàññìîòðåíû ôóíêöèè âîñïðèíèìàåìûõ ðàññòîÿíèé ïðè îöåíêå äàëüíîñòè è
ðàçìåðîâ ïðåäìåòîâ. Îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû àíèçîòðîïèè âèçóàëüíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà.

Ââåäåíèå. Ìíîæåñòâî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ôàêòîâ ñâèäåòåëüñòâóåò î
òîì, ÷òî âèçóàëüíîå ïðîñòðàíñòâî (ÂÏ), âîçíèêàþùåå â ñîçíàíèè ÷åëîâåêà
ïðè âîñïðèÿòèè îêðóæàþùåãî ìèðà, – ýòî ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
Ëîáà÷åâñêîãî – Ðèìàíà [1]. Â ðàáîòàõ [2, 3] íà îñíîâå îïûòíûõ äàííûõ ïîëó-
÷åíà ôóíêöèÿ ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî â ìîäåëü ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî ïî Êëåéíó [4]. Ìîäåëü çà-
íèìàåò âíóòðåííîñòü øàðà, ðàäèóñ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ëè÷íîñòíîé êîíñòàí-
òîé íàáëþäàòåëÿ è îïðåäåëÿåò êðèâèçíó ïðîñòðàíñòâà. Â îòëè÷èå îò ôóíê-
öèè îòîáðàæåíèÿ Ëóíåáóðãà äëÿ áèíîêóëÿðíîãî âîñïðèÿòèÿ [5] íàéäåííàÿ
ôóíêöèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ìîíîêóëÿðíîìó çðåíèþ. Â ðàáîòå [2]
ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü óäîâëåòâîðÿåò ïñèõîôèçè÷åñêîìó çàêî-
íó Ýììåðòà, ó÷èòûâàåò ðåäóöèðîâàííóþ ìîäåëü àêêîìîäèðóþùåãî ãëàçà, à
òàêæå ïðèíèìàåò âî âíèìàíèå âðàùàòåëüíûå äâèæåíèÿ ãëàçà è ãîëîâû íà-
áëþäàòåëÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà ÂÏ íà ìîäåëÿõ Êëåéíà è Ïó-
àíêàðå, îáñóæäàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìîäåëè ÂÏ èçâåñòíûì ôóíêöèÿì âîñïðè-
íèìàåìûõ ðàññòîÿíèé, ïîêàçûâàåòñÿ âîçìîæíàÿ êîððåêöèÿ ìîäåëè äëÿ ðå-
øåíèÿ ïðîáëåìû «èëëþçèè ëóíû» [6].

Âèçóàëüíîå ïðîñòðàíñòâî. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíà ñõåìà ôîðìèðîâàíèÿ
ÂÏ – êîíå÷íîãî ïðîäóêòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðåõ ïðîöåññîâ: ôèçè÷åñêîãî,
ôèçèîëîãè÷åñêîãî è êîãíèòèâíîãî. Ïåðâûé ïðîöåññ â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíà-
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ìè îïòèêè ôîðìèðóåò èçîáðàæåíèå ïðåäìåòîâ îêðóæàþùåãî ìèðà 1 íà ñåò-
÷àòêå ãëàçà ñåíñîðíîé ñèñòåìû 2. Ñëîé ôîòîðåöåïòîðîâ (êîëáî÷êè, ïàëî÷êè)
ãåíåðèðóåò âîçáóæäåíèå, êîòîðîå ïî íåðâíûì âîëîêíàì ïåðåäàåòñÿ â çðè-
òåëüíûå îòäåëû êîðû ãîëîâíîãî ìîçãà. Ýòî ïðîöåññ ôèçèîëîãè÷åñêèé. Ìîçã
íà îñíîâå ïîñòóïèâøåé èíôîðìàöèè è ïðîøëîãî îïûòà ïîðîæäàåò ïðîåê-
òèâíîå îòîáðàæåíèå îêðóæàþùåãî ìèðà 3, à çàòåì õîðîøî ñòðóêòóðèðîâàí-
íîå âèçóàëüíîå ïðîñòðàíñòâî 4, êîòîðîå ñîäåðæèò îòäåëüíûå ïðåäìåòû (ïåð-
öåïòû), ôîí è âíóòðåííåå «ß» íàáëþäàòåëÿ [1]. Êîãíèòèâíûé ïðîöåññ ÿâëÿ-
åòñÿ ïñèõîôèçè÷åñêèì è óïðàâëÿåòñÿ ñâîèìè ñîáñòâåííûìè çàêîíàìè. Ïðè
ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé 5 ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì. Ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ñ
ïîìîùüþ äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ñîõðàíåíèå îñíîâ-
íîãî èíâàðèàíòà ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè – äâîéíîãî îòíîøåíèÿ ÷åòûðåõ
òî÷åê ïðÿìîé. Êîíñòàíòû äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ äëÿ êàæäîãî
íàáëþäàòåëÿ ëè÷íîñòíûìè è îïðåäåëÿþòñÿ îïûòíûì ïóòåì. Â ðàáîòå [2]
ïîêàçàíî, ÷òî òàêîå ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå îòîáðàæàåò åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî íà ïðîñòðàíñòâî ìîäåëè Êëåéíà. Îò ìîäåëè Êëåéíà ëåãêî
ïåðåéòè (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè [4]) ê ìîäåëè
Ïóàíêàðå – êîíôîðìíîìó îòîáðàæåíèþ ÂÏ. È íàêîíåö, îò ìîäåëåé Êëåéíà è
Ïóàíêàðå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ãèïåðáîëè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó Ëîáà-
÷åâñêîãî – Ðèìàíà – âèçóàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëíàÿ ãàóññîâà êðèâèçíà ïðîñòðàíñòâà K ic�1 2( ) ,

ãäå ic – ìíèìûé ðàäèóñ. ÂÏ – ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ëîêàëüíî
åâêëèäîâî. Íåñìîòðÿ íà «ìíèìîñòü» êîîðäèíàòíûõ ïîâåðõíîñòåé, ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè âäîëü ïðÿìîé, èëè ãåîäåçè÷åñêîé, ÿâëÿåòñÿ äåéñò-
âèòåëüíîé âåëè÷èíîé.

Äëèíû îòðåçêîâ ïðÿìûõ. Íàéäåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàññòîÿíèÿìè â
ðàçíûõ ïðîñòðàíñòâàõ è ìîäåëÿõ. Â òàáëèöå è íà ðèñ. 2 äàíû îáîçíà÷åíèÿ
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Ðèñ. 1

Ïðîñòðàíñòâî, ìîäåëü Ðàäèóñ-âåêòîð

òî÷êè

Äåêàðòîâû

êîîðäèíàòû

Ïîëÿðíûå

êîîðäèíàòû

Åâêëèäà E x y z, , e, ,� �

Êëåéíà Q x y zq q q, , q q q, ,� �

Ïóàíêàðå P x y zp p p, , p p p, ,� �

Ëîáà÷åâñêîãî – Ðèìàíà LR – � � �� �, ,



ñèñòåì êîîðäèíàò è çàäàíèå òî÷åê â äåêàðòîâûõ è ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.
Ñ÷èòàåì, ÷òî îïòè÷åñêèé öåíòð ãëàçà – öåíòð ïðîåêöèè – ñîâïàäàåò ñ íà÷à-
ëîì ñèñòåì êîîðäèíàò O âî âñåõ ïðîñòðàíñòâàõ è ìîäåëÿõ.

Ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà â ïðîñòðàíñòâî
ìîäåëè Êëåéíà èç [2] èìååò âèä

Q E�
�

c

e d
, (1)

ãäå e � | |E – äëèíà âåêòîðà E, èëè ðàäèàëüíîå ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò
äî òî÷êè; d – ëè÷íîñòíàÿ êîíñòàíòà íàáëþäàòåëÿ, ðàâíàÿ ãèïåðôîêàëüíîìó
ðàññòîÿíèþ çðèòåëüíîé ñåíñîðíîé ñèñòåìû; c e d� �0 – ðàäèóñ êðèâèçíû
(e0 � ðàäèóñ «êàðòèííîé» ñôåðû). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî e0 ñîâïàäàåò ñ ðàäèó-
ñîì ñåò÷àòêè ãëàçà, e d0 �� . Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðåîáðàçîâàíèå
(1) èìååò âèä

q
ec

e d
q q� � �

�
; ; .� � � � (2)

Ïðè e q c	 
 	 , è òàêèì îáðàçîì ïðîñòðàíñòâî íà ìîäåëè Êëåéíà çàíè-
ìàåò âíóòðåííîñòü øàðà ñ ðàäèóñîì c d� .

Îò ìîäåëè Êëåéíà ìîæíî ïåðåéòè ê ìîäåëè Ïóàíêàðå ïðåîáðàçîâàíèåì
âèäà

P Q�
� �

2

1 1
2

( )

.
q c

(3)
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Ðèñ. 2



Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

p
q

q c
p q p q� � �

� �

2

1 1
2

( )

; ; .� � � � (4)

Ïðè e q c p c	 
 	 	, ,2 è òàêèì îáðàçîì ïðîñòðàíñòâî íà ìîäåëè Ïóàí-
êàðå çàíèìàåò âíóòðåííîñòü øàðà ñ ðàäèóñîì 2c.

Îò ìîäåëåé Êëåéíà è Ïóàíêàðå ìîæíî ïåðåéòè ê ãèïåðáîëè÷åñêîìó ïðî-
ñòðàíñòâó Ëîáà÷åâñêîãî – Ðèìàíà [1, 2, 7]

� � � � ��
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�
�c q c c p c
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d
arth arth ln( ) ( ) ,2 2 1 2

2 (5)

� � � � � � � �� �� � � � � �q p q p, .

Ôîðìóëû (2), (4), (5) îïðåäåëÿþò ðàññòîÿíèå äî òî÷êè âäîëü ðàäèàëüíîãî
íàïðàâëåíèÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ ïîñòðîåíèÿ è èñ-
ñëåäîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî îáðàçà òðåõìåðíîé ñöåíû. Íî èíîãäà æåëà-
òåëüíî îïðåäåëèòü ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè (íàïðèìåð, LR 1 è LR 2 (ñì.
ðèñ. 2)), êîòîðûå íå ëåæàò íà ðàäèàëüíîé ïðÿìîé. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ïåðåõîäå
îò ìîäåëè Êëåéíà ê ÂÏ (âûâîä ôîðìóëû îïóùåí)
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1
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2
2

1 22
�

�



��

�

�
��

� �
c

q J J

J J
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ãäå q12 1 2� �Q Q – åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè; J c q1
2

1
2� � ;

J c q2
2

2
2� � ; q q1 2, – ðàäèàëüíûå ðàññòîÿíèÿ èç (2). Ïðè ïåðåõîäå îò ìîäå-

ëè Ïóàíêàðå ê ÂÏ
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(7)

ãäå p12 1 2� � �P P åâêëèäîâà äëèíà õîðäû íåêîòîðîé ãåîäåçè÷åñêîé, êîòî-

ðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç çàäàííûå òî÷êè; G p c1 1
21 2� � ( ) ; G p c2 2

21 2� � ( ) ;

p p1 2, � ðàäèàëüíûå ðàññòîÿíèÿ èç (4). Ôîðìóëà (7) ïîëó÷åíà Ëóíåáóðãîì
[5].

Ïîâåðõíîñòè ÂÏ íà ìîäåëÿõ Êëåéíà è Ïóàíêàðå. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû
ìåðèäèîíàëüíûå ñå÷åíèÿ íåêîòîðûõ òèïîâûõ ïîâåðõíîñòåé ÂÏ íà ìîäåëÿõ
Êëåéíà ( )a è Ïóàíêàðå ( ),b ïîñòðîåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (1)–(4).
Ãèïåðôîêàëüíîå ðàññòîÿíèå d � 6ì. Óðîâåíü ãëàç îòíîñèòåëüíî çåìëè ðàâåí
1,5 ì.

Ïðåäåëüíàÿ ñôåðà 1, èìåíóåìàÿ îðèñôåðîé, îïðåäåëÿåò íåáîñâîä, íà êî-
òîðîì ðàñïîëàãàþòñÿ «áåñêîíå÷íî» óäàëåííûå çâåçäû, ïëàíåòû, ñîëíöå è
ëóíà. Ñôåðè÷åñêàÿ îòíîñèòåëüíî öåíòðà Çåìëè ïîâåðõíîñòü 2 íà âûñîòå
200 ì îò çåìíîé ïîâåðõíîñòè èìèòèðóåò íèçêèé îáëà÷íûé ïîêðîâ.

Ãèïåðáîëè÷åñêèå ïëîñêîñòè 3 (ãèïåðïëîñêîñòè), ïàðàëëåëüíûå íà ìîäå-
ëè Êëåéíà (ñì. ðèñ. 3, a) êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè X OZq q ,íà ìîäåëè Ïóàíêà-
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ðå (ñì. ðèñ. 3, b) ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ñåãìåíòîâ ñôåð 3, ïåðïåíäèêóëÿð-
íûõ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïëîñêîñòè X OYp p , è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, îðèñôåðå 1.
(Çàìåòèì, ÷òî ÂÏ îáðàçóåòñÿ ïóòåì âðàùåíèÿ ïîêàçàííûõ ñå÷åíèé âîêðóã
âåðòèêàëüíûõ îñåé OY. )

Äðóãîé òèï ñïåöèôè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé – ýòî ýêâèäèñòàíòíûå, èëè
ãèïåðöèêëè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè 4. Ýêâèäèñòàíòà – ýòî ëèíèÿ ðàâíûõ
ðàññòîÿíèé îò ïðÿìîé (íàïðèìåð, îò îñèOZp ).Íà ìîäåëè Êëåéíà îíà èçîáðà-
æàåòñÿ â âèäå ýëëèïñà. Ïîâåðõíîñòü, ýêâèäèñòàíòíàÿ ïëîñêîñòè (íàïðèìåð,
X OZq q ), – ýòî ðàâíîìåðíî ñæàòàÿ ê ýòîé ïëîñêîñòè ñôåðà, ò. å. ñôåðîèä. Íà
ìîäåëè Ïóàíêàðå ýòè ïîâåðõíîñòè ïðåäñòàâëÿþòñÿ òàêæå â âèäå ñåãìåíòîâ
ñôåð 4, íî â îòëè÷èå îò ïëîñêîñòåé 3 îíè íå ïåðïåíäèêóëÿðíû îðèñôåðå 1. Â
ñàãèòòàëüíûõ ñå÷åíèÿõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî O, ïðÿìûå, ïîäîáíûå 3,
íàçûâàþò ïàðàëëåëüíûìè àëëåÿìè (P-alley), à ýêâèäèñòàíòû 4 – äèñòàíòíû-
ìè àëëåÿìè (D-alley) [1].

Ðàññìîòðèì, êàê îòîáðàæàþòñÿ íà ìîäåëÿõ åâêëèäîâû ïëîñêîñòè 5, ïà-
ðàëëåëüíûå êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè XOZ. Çåìíàÿ ïîâåðõíîñòü 7 òàêæå îò-
íîñèòñÿ ê ýòîé ãðóïïå. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè îðäèíàòà åâêëèäîâîé ïëîñ-
êîñòè y d� ,òî ïëîñêîñòü èçîáðàæàåòñÿ íà ìîäåëè Êëåéíà â âèäå ãèïåðáîëîè-
äà âðàùåíèÿ; ïðè y d� – ýòî ïàðàáîëîèä è ïðè y d� – ñôåðîèä ñî ñäâèíóòûì
öåíòðîì îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàòO. Ïðè y 	 
 ñôåðîèä óñòðåìëÿåò-
ñÿ ê îðèñôåðå 1. Âñå ïëîñêîñòè 5 è 7 íà ãîðèçîíòå ñõîäÿòñÿ ê ïðåäåëüíîé
îêðóæíîñòè èëè îðèöèêëó. Íà ìîäåëè Ïóàíêàðå åâêëèäîâû ïëîñêîñòè 5 êîí-
ôîðìíî îòîáðàæàþòñÿ â âèäå ñëîæíûõ ïîâåðõíîñòåé ñ ïåðåãèáîì. Î÷åâèä-
íî, ÷òî ïëîñêîñòè 5 ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè íå òîëüêî íà ìà-
ëûõ, íî è íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ. Îá ýòîì ìîæíî ñóäèòü ïî óãëó ìåæäó êà-
ñàòåëüíîé ê èçîáðàæåíèþ ïëîñêîñòè 5 è êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòüþ X OZp p.
Ïî àíàëîãèè ñ ïàðàëëåëüíûìè è äèñòàíòíûìè àëëåÿìè êðèâûå 5 â ñàãèòòàëü-
íûõ ñå÷åíèÿõ ìîæíî íàçâàòü åâêëèäîâûìè àëëåÿìè (E-alley). Ýòè àëëåè èç
ìîäåëè Êëåéíà ìîãóò íàáëþäàòüñÿ êàæäûì ÷åëîâåêîì, èäóùèì âäîëü äëèí-
íîãî òðîòóàðà, êîðèäîðà èëè æåëåçíîäîðîæíîãî ïóòè.
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Ïîñëåäíèé âèä ðàññìàòðèâàåìûõ ïîâåðõíîñòåé – ýòî ñôåðû 6 ñ öåíòðîì
â íà÷àëå êîîðäèíàò O. Åâêëèäîâû ñôåðû îñòàþòñÿ ñôåðàìè è íà ìîäåëè
Êëåéíà, è íà ìîäåëè Ïóàíêàðå. Èçìåíÿåòñÿ òîëüêî ðàäèóñ ñôåð ñîãëàñíî (2) è
(4).

Ôóíêöèè âîñïðèíèìàåìûõ ðàññòîÿíèé. Â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîé
óñòàíîâêè èëè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ðàññòîÿíèå äî ïðåäìåòîâ íàáëþäàòåëåì
îöåíèâàåòñÿ ïî-ðàçíîìó. Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíà ôóíêöèÿ âîñïðèíèìàåìûõ ðàñ-
ñòîÿíèé â âèäèìûõ ìåòðàõ (âì) ïðè îöåíêå äàëüíîñòè ïðåäìåòîâ ( )a (ôóíê-
öèþ ïîëó÷èëè: 1 – Æèëèíñêàÿ (1951), 2 – Êóðîäà (1971), 3 – Òýé÷íåð (1955),
4 – Êàóôìàí (2000)) è òàêàÿ æå ôóíêöèÿ ïðè îöåíêå ðàçìåðîâ ïðåäìåòîâ ( )b
(5 – Ðàóøåíáàõ (1986), 6 – Êàóôìàí (2000), 7 – Ýíðàéò (1989), 8 – Êîâàëåâ
(2003)). Ãðàôèêè 1–3 ïåðâîé ôóíêöèè âçÿòû èç ðàáîòû [1, P. 125, Fig. 4.12], è
ýòó ôóíêöèþ íàçûâàþò ôóíêöèåé Æèëèíñêîé [8]:

gil( ) ,e
eD

e D
�

�

(8)

ãäå e – ðàäèàëüíîå åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå äî ïðåäìåòà; D – ëè÷íîñòíàÿ êîí-
ñòàíòà, âàðüèðóþùàÿ îò 29 äî 53 ì. Ôóíêöèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì gil( )
 � D
è gil( ) .D D� 2 Òàêèì îáðàçîì, áèñåêöèÿ (äåëåíèå ïîïîëàì) âèäèìîãî ðàñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó íàáëþäàòåëåì è ïðåäìåòîì íà «áåñêîíå÷íîñòè» ïîçâîëÿåò
èçìåðèòü êîíñòàíòó D. (Ñïðàâåäëèâîñòè ðàäè íàäî çàìåòèòü, ÷òî âïåðâûå
ôóíêöèþ òàêîãî âèäà äëÿ îöåíêè êàæóùèõñÿ ðàññòîÿíèé ïîëó÷èë íåìåöêèé
ó÷åíûé ôîí Øòåðíåê â 1907 ã. [9].)

Âòîðàÿ ôóíêöèÿ – ýòî ðàññìîòðåííîå âûøå ïðåîáðàçîâàíèå (2). Ïóñòü
äëÿ ïðîñòîòû ðàññóæäåíèé c d� (îñíîâàíèÿ äëÿ ýòîãî ïðèâåäåíû â ïîÿñíå-
íèÿõ ê ôîðìóëå (1)), òîãäà

q e
ed

e d
( ) ,�

�

(9)
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ãäå e – òî æå ñàìîå ðàäèàëüíîå ðàññòîÿíèå äî ïðåäìåòà; d – ëè÷íîñòíàÿ êîí-
ñòàíòà, âàðüèðóþùàÿ îò 3 äî 6 ì [2, 3]. Òî÷íî òàê æå q d( ) ,
 � q d d( ) .� 2 Íî
òåïåðü óìåíüøåíèå âäâîå ðàçìåðà ïðåäìåòà, âèäèìîãî íà «áåñêîíå÷íîñòè»,
ïðèâîäèò ê áèñåêöèè âèäèìîãî ðàññòîÿíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò èçìåðèòü êîíñòàí-
òó d è îöåíèòü ðàäèóñ êðèâèçíû c.

Òàêèì îáðàçîì, îáå ôóíêöèè èìåþò îäèí è òîò æå âèä è ðàçëè÷àþòñÿ íà
ïåðâûé âçãëÿä òîëüêî êîíñòàíòàìè. Áîëåå ãëóáîêîå îòëè÷èå çàêëþ÷åíî â òîì,
÷òî ôóíêöèÿ (8) ïðèíàäëåæèò áèíîêóëÿðíîìó çðåíèþ è êîíâåðãåíöèè ãëàç, à
ôóíêöèÿ (9) – ìîíîêóëÿðíîìó çðåíèþ è àêêîìîäàöèè. Îòñþäà ðàçíèöà â âå-
ëè÷èíàõ êîíñòàíò. Îòíîøåíèå äèàìåòðà çðà÷êà ãëàçà ê ïîëîâèíå ãëàçíîé
áàçû (ðàññòîÿíèå ìåæäó îïòè÷åñêèìè öåíòðàìè ëåâîãî è ïðàâîãî ãëàçà)
îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå d D �1 10. Ôóíêöèÿ (9), ñâÿçàííàÿ ñ ôîêóñèðîâêîé
âçãëÿäà [3], îáåñïå÷èâàåò ïî çàêîíó Ýììåðòà ïðîïîðöèîíàëüíîñòü âèäèìûõ
ðàçìåðîâ è óäàëåíèé ïðåäìåòîâ, à ôóíêöèÿ (8) – íåò. Ïðàâîìåðíîñòü ýòîãî
âûâîäà ìîæíî ïîäòâåðäèòü ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòîâ ñ èñêóññòâåííûìè
ëóíàìè [10].

Ýêñïåðèìåíòû Êàóôìàíîâ. Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíà ñõåìà ñòåðåîñêîïè÷å-
ñêîé óñòàíîâêè, âçÿòàÿ èç ðàáîòû [10, Fig. 2]. Ïëîñêèé äèñïëåé 1 ìîáèëüíîãî
êîìïüþòåðà ñìîíòèðîâàí â êàðêàñå âûñîòîé 38,3 ñì ãîðèçîíòàëüíî è ïàðàë-
ëåëüíî ïàíåëè 2 ñ äâóìÿ îòâåðñòèÿìè, ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè êîòîðûõ
ðàâíî 64 ìì. Â êàæäîå îòâåðñòèå ïîìåùåíà ëèíçà ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì
38,3 ñì. Ïîëóïðîçðà÷íîå çåðêàëî 3 ðàçìåðîì 40 40� ñì ïîä êîíòðîëèðóåìûì
óãëîì ìîíòèðóåòñÿ íàä ëèíçàìè òàê, ÷òîáû íàáëþäàòåëè âèäåëè âèðòóàëüíîå
èçîáðàæåíèå «ëóí» äèàìåòðîì 0 52, .� Äâå ëóíû íàä êàæäîé èç ëèíç äàþò
÷åòûðå âèðòóàëüíûõ èçîáðàæåíèÿ íà îïòè÷åñêîé áåñêîíå÷íîñòè èëè äâå ñòå-
ðåîïàðû. Íàáëþäàòåëè, ñìîòðÿùèå ÷åðåç çåðêàëî, ôóçèðóþò (ñîâìåùàþò)
ñòåðåîïàðû è âèäÿò äâå ëóíû â íåáå íà ôîíå ðåàëüíîãî ëàíäøàôòíîãî îêðó-
æåíèÿ. Ïðîâåäåíî äâà òèïà ýêñïåðèìåíòîâ ñ èñêóññòâåííûìè ëóíàìè: 1) íà
ïîëîâèíó äèñòàíöèè äî ëóíû è 2) íà ïîëîâèíó ðàçìåðà ëóíû. Ýòè ýêñïåðè-
ìåíòû ïðîâîäèëèñü ïðè äâóõ óãëîâûõ ïîëîæåíèÿõ ïîëóïðîçðà÷íîãî çåðêàëà,
îáåñïå÷èâàþùåãî âîçâûøåíèå ëóí íàä ãîðèçîíòîì: �1 1 5� �, è � 2 45� �.

Âíà÷àëå óñòàíàâëèâàþò íóëåâóþ êîíâåðãåíöèþ è äèñïàðàíòíîñòü äëÿ
îáåèõ ëóí. Çàòåì îäíó ëóíó îñòàâëÿþò íåïîäâèæíîé íà áåñêîíå÷íîñòè è ïðè-
íèìàþò â êà÷åñòâå îáðàçöîâîé, à âòîðóþ ëóíó ïðèáëèæàþò ê íàáëþäàòåëþ
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óâåëè÷åíèåì åå äèñïàðàíòíîñòè ñ øàãîì 2 óãë. ìèí íà êàæäîå íàæàòèå êëà-
âèøè íà ìîáèëüíîì êîìïüþòåðå. Êîãäà ïîäâèæíàÿ ëóíà âèçóàëüíî äîñòèãàåò
ïîëîâèíû äàëüíîñòè èëè ïîëîâèíû ðàçìåðà îò íåïîäâèæíîé ëóíû, ýòî ñî-
ñòîÿíèå ôèêñèðóþò íàæàòèåì äðóãîé êëàâèøè. Ïî ïîëó÷åííîé äèñïàðàí-
òíîñòè è ñðåäíåé ãëàçíîé áàçå, ðàâíîé 64 ìì, êîìïüþòåð ðàññ÷èòûâàåò åâê-
ëèäîâî ðàññòîÿíèå äî ïîäâèæíîé ëóíû D èëè d â çàâèñèìîñòè îò òèïà ýêñ-
ïåðèìåíòà.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïðè âîçâûøåíèè ëóí � 1 1 5� �, ïîÿñíÿþòñÿ
ðèñ. 6, ãäå A – íåïîäâèæíàÿ ëóíà íà áåñêîíå÷íîñòè, B – ïîäâèæíàÿ ëóíà íà
ïîëîâèíå äèñòàíöèè, C – ïîäâèæíàÿ ëóíà ïîëîâèííîãî ðàçìåðà. Â ýêñïåðè-
ìåíòå íà ïîëîâèíó äèñòàíöèè ëóíà äâèæåòñÿ ïî òðàåêòîðèè 1, îïðåäåëÿåìîé
ôóíêöèåé (8). Ïîëîâèíà äèñòàíöèè äîñòèãàåòñÿ ïðè ñðåäíåì çíà÷åíèè
D � 36,17 ì, ÷òî ëåæèò â äèàïàçîíå êîíñòàíò ýòîãî ðîäà (29–53 ì). Äèàìåòð
ëóíû B íà ïîëîâèíå äèñòàíöèè óìåíüøàåòñÿ â ñðåäíåì ëèøü íà �13 %. Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ (8) íå óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó Ýììåðòà. Âåëè÷èíà
ëóíû îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé (9), ðåàëèçóåìîé â ýêñïåðèìåíòå íà ïîëîâèíó
ðàçìåðà, êîãäà ëóíà äâèæåòñÿ ïî òðàåêòîðèè 2. Ïîëîâèííûé ðàçìåð ëóíû C
äîñòèãàåòñÿ â ñîãëàñèè ñ çàêîíîì Ýììåðòà íà ðàññòîÿíèè d 2 ïðè ñðåäíåì
çíà÷åíèè d ( )�1 � 5,47 ì, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äèàïàçîíó ãèïåðôîêàëüíûõ ðàñ-
ñòîÿíèé çðèòåëüíîé ñåíñîðíîé ñèñòåìû (3–6 ì).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â [2, 3] âåëè÷èíà êîíñòàíòû d îïðåäåëÿëàñü ïðè
ïîìîùè ìîíîêóëÿðíîãî çðåíèÿ. Â ýêñïåðèìåíòå [10] ïðè èçìåðåíèè d èñ-
ïîëüçîâàëîñü áèíîêóëÿðíîå çðåíèå. Ïîëó÷åíû îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû, ÷òî
ïîäòâåðæäàåò õîðîøî èçâåñòíûé ôàêò ñâÿçè è âçàèìíîé èíäóêöèè ïðîöåñ-
ñîâ êîíâåðãåíöèè è àêêîìîäàöèè ãëàç. Â îïèñàííîì ýêñïåðèìåíòå àêêîìîäà-
öèÿ âûçûâàëàñü êîíâåðãåíöèåé. Òàêèì îáðàçîì, âî-ïåðâûõ, âîñïðèíèìàå-
ìûå ðàçìåðû ïðåäìåòîâ îïðåäåëÿþòñÿ ìîíîêóëÿðíûì ìåõàíèçìîì çðèòåëü-
íîãî âîñïðèÿòèÿ ÷åðåç çàêîí Ýììåðòà. Âî-âòîðûõ, ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü
âèçóàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðè íåáîëüøèõ óãëàõ êîíâåðãåíöèè ïðèãîäíà òàê-
æå è äëÿ áèíîêóëÿðíîãî çðåíèÿ.

Ïðåäåëüíûå êðèâûå â ìåðèäèîíàëüíîé ïëîñêîñòè íà ìîäåëÿõ ÂÏ.
Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû èçîòðîïíûå ìîäåëè ÂÏ, èç êîòîðûõ ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè,
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÷òî ëóíà è ñîëíöå íàõîäÿòñÿ íà ïîâåðõíîñòè, áëèçêîé ê ïðåäåëüíîé, è ïîýòî-
ìó ïî çàêîíó Ýììåðòà äîëæíû èìåòü ðàçìåðû, íåçàâèñèìûå îò èõ âîçâûøå-
íèÿ íàä ãîðèçîíòîì. Íî â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòî íå òàê. Âñåì èçâåñòíî, ÷òî íà
âîñõîäå èëè çàêàòå ëóíà è ñîëíöå èìåþò áîëüøèå ðàçìåðû, ÷åì â ñðåäíåé ÷à-
ñòè íåáà èëè â çåíèòå. Ýêñïåðèìåíòû [10] ïîêàçàëè, ÷òî ïðè � 2 45� � ñðåäíåå
ðàññòîÿíèå äî ïðåäåëüíîé êðèâîé d ( )�2 � 3,65 ì, ÷òî â 1,5 ðàçà ìåíüøå, ÷åì
d ( )�1 � 5,47 ì, ãäå � 1 1 5� �, . Èòàê, èìååò ìåñòî àíèçîòðîïèÿ ÂÏ ïî óãëó âîç-
âûøåíèÿ, èëè øèðîòå �.

Îïðåäåëèòü äîñòîâåðíûé âèä ïðåäåëüíîé êðèâîé ïî äâóì òî÷êàì íåâîç-
ìîæíî. Ñäåëàåì äâà äîïóùåíèÿ. Ïåðâîå äîïóùåíèå: ïóñòü íåïðåðûâíàÿ
çàìêíóòàÿ ïðåäåëüíàÿ êðèâàÿ åñòü äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f y zq q( , ) è

df dzq � 0ïðè zq � 0. Âòîðîå äîïó-
ùåíèå: ïóñòü ãåîìåòðèÿ âíóòðåí-
íåé îáëàñòè êðèâîé ãèïåðáîëè÷åñ-
êàÿ. Ñîãëàñíî [7] íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòà îáëàñòü áûëà
âíóòðåííîñòüþ íåêîòîðîãî ýëëèï-
ñà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ãåîìåòðèÿ
àíèçîòðîïíîãî ÂÏ äîëæíà áûòü
ãèëüáåðòîâîé.

Íà ðèñ. 7 ïîêàçàíû íåêîòîðûå
ïðåäåëüíûå êðèâûå, óäîâëåòâîðÿ-
þùèå ñäåëàííûì äîïóùåíèÿì: 1 –
ýëëèïñ ñ öåíòðîì O, ñîâìåùåííûì
ñ îïòè÷åñêèì öåíòðîì ãëàçà; 2 –
ýëëèïñ ñî ñìåùåííûì öåíòðîì O1;
3 – îêðóæíîñòü ñî ñìåùåííûì öåí-
òðîì O2. Íà ðèñ. 8 äàíû ôóíêöèè
óâåëè÷åíèÿ V ðàçìåðîâ ëóíû èëè
ñîëíöà îò óãëà âîçâûøåíèÿ � äëÿ
ïðåäåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, ïîëó-
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÷åííûõ âðàùåíèåì ïðåäåëüíûõ êðèâûõ 1–3 (ñì. ðèñ. 7) âîêðóã îñè OYq.Óâå-
ëè÷åíèå íà ãîðèçîíòå (1 – ñôåðîèä, 2 – ñìåùåííûé ñôåðîèä, 3 – ñìåùåííàÿ
ñôåðà), ðàññ÷èòàííîå ïî äàííûì ýêñïåðèìåíòîâ [10], â ñðåäíåì ñîñòàâëÿåò
V � 1,8.

Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå îïðåäåëåíû àíàëèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè ìåæäó
ðàññòîÿíèÿìè â åâêëèäîâîì è âèçóàëüíîì ïðîñòðàíñòâàõ è ðàññòîÿíèÿìè íà
ìîäåëÿõ Êëåéíà è Ïóàíêàðå. Ïîêàçàíû òèïîâûå ïîâåðõíîñòè â ãëîáàëüíîé
ñòðóêòóðå èçîòðîïíîãî âèçóàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ðàññìîòðåíû ôóíêöèè
âîñïðèíèìàåìûõ ðàññòîÿíèé ïðè îöåíêå äàëüíîñòè è ðàçìåðîâ ïðåäìåòîâ íà
ñîîòâåòñòâèå çàêîíó Ýììåðòà. Äàíà èíòåðïðåòàöèÿ ýêñïåðèìåíòîâ [10] ñ èñ-
êóññòâåííûìè ëóíàìè. Çàòðîíóòû âîïðîñû àíèçîòðîïèè âèçóàëüíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà è ðåøåíèÿ ïðîáëåìû «èëëþçèè ëóíû».

Ïðè÷èíû àíèçîòðîïèè îñòàþòñÿ íåèçâåñòíûìè. Ìîæíî òîëüêî ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî ýòî – ìèîïèÿ ïóñòîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîçâó÷íàÿ èäåÿì Ïòîëåìåÿ
[6]. Íåîáõîäèìîñòü êîððåêöèè ìîäåëåé âèçóàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà íåñî-
ìíåííà. Ïðîäîëæåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ñ èñêóññòâåííûìè
ëóíàìè ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì.
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