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Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè ñòðóêòóðû è îðãàíèçàöèè îáìåíîâ â
öèðêóëÿíòíûõ ñåòÿõ, èñïîëüçóåìûõ â êà÷åñòâå ñåòåé ñâÿçè ïàðàëëåëüíûõ âû-
÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì, è äàí îáçîð ðåçóëüòàòîâ â ýòîé îáëàñòè. Ïîëó÷åíû òðåõ-
ìåðíûå àíàëèòè÷åñêè çàäàâàåìûå öèðêóëÿíòíûå ñåòè ëþáîãî äèàìåòðà ñ ìàê-
ñèìàëüíûì ÷èñëîì âåðøèí. Äëÿ íèõ ðàçðàáîòàíû ýôôåêòèâíûé äèíàìè÷åñêèé
àëãîðèòì ïàðíîé ìàðøðóòèçàöèè è àëãîðèòì òðàíñëÿöèîííîãî îáìåíà, îáåñ-
ïå÷èâàþùèé ìèíèìóìû âðåìåíè âûïîëíåíèÿ è íàãðóçêè ñîîáùåíèé â ñåòè.

Ââåäåíèå. Öèðêóëÿíòíûå ñåòè (ãðàôû) [1–7] øèðîêî èññëåäóþòñÿ ïðè
ïðîåêòèðîâàíèè è àíàëèçå âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì, â òåîðèè ãðàôîâ è äèñê-
ðåòíîé ìàòåìàòèêå, â êà÷åñòâå òîïîëîãèè äëÿ ìóëüòèïðîöåññîðíûõ ñèñòåì è
êîìïüþòåðíûõ ñåòåé. Öèðêóëÿíòíûå ãðàôû ñòåïåíåé 4 è 6 ðåàëèçîâàíû êàê
êîììóíèêàöèîííûå ñåòè â ñèñòåìàõ Intel Paragon, Cray T3D, MPP, SONET è
äð. Öèðêóëÿíòíûå ñåòè èçâåñòíû â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå êàê circulant
networks, distributed loop networks, cyclic graphs, multi-loop networks, chordal
rings, star-polygon graphs, multiple fixed step graphs, point-symmetric graphs, â
îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå êàê Dn-ãðàôû [8, 9].

Ïóñòü 1 21� � � � � �s s Nn... – ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë. Öèðêóëÿíòíûé

ãðàô, îáîçíà÷àåìûé ( ; , ... , ),N s sn1 èìååò ìíîæåñòâî âåðøèí V � { , , ...0 1
... , }N � 1 è ìíîæåñòâî ðåáåð A s N V i ni� � 	 �{( , ( )) | , , }.v v mod v 1 ×èñëà

S s s sn�{ , , ... , }1 2 íàçûâàþòñÿ îáðàçóþùèìè, N – ïîðÿäêîì ãðàôà, n – ðàçìåð-
íîñòüþ. Â äàííîé ðàáîòå áóäåì èññëåäîâàòü êîëüöåâûå öèðêóëÿíòíûå ñåòè
âèäà ( ; , , ... , )N s sn1 2 ñ s1 1� , èçâåñòíûå êàê ñàìîñòîÿòåëüíûé êëàññ ãðàôîâ.

Äèàìåòð ãðàôà (îöåíèâàåò ìàêñèìàëüíóþ ñòðóêòóðíóþ çàäåðæêó â ñåòè)
d N S D u

u V
( ; ) max ( , ),

,
�

	v
v ãäå D u( , )v – äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè ìåæäó âåð-

øèíàìè u è v (ôóíêöèÿ êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ulb N n( , )
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òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíèöó äèàìåòðà äëÿ ëþáûõ N è n. Â ðàáîòå [7] äîêàçàíî,
÷òî

d N S ulb N n n N n n Nn n n( ; ) ( , ) ( ! ) ( ) ( !) .
 
 � � �1

2

1

2

1

2

1 1 11

Äëÿ n � 2 â [10] ïîëó÷åíî (â [6, 11] ïåðåîòêðûòî) òî÷íîå çíà÷åíèå

ulb N N( , ) ( ) .2 2 1 1 2� 
 � � �

Ïóñòü N d n( , )– ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî âåðøèí öèðêóëÿíòíîãî ãðàôà ñ äèà-
ìåòðîì d è ðàçìåðíîñòüþ n. Ôîðìóëà äëÿ N d n( , ) íàéäåíà â [12–14]:

N n N d n C C d nn
i

i

n

d

n i n i( , ) , ( , ) , , .0 1 2 1 1
0

� � 
 

�

� ��

Èìååì N d d( , ) ,1 2 1� � N d d d( , ) ,2 2 2 12� � � N d d d d( , ) .3 2 1
4

3

8

3

3 2� � � �

Ïóñòü d – íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à S s sn�{ , , ... , }1 2 – ìíîæåñòâî îáðàçóþ-
ùèõ. Îïðåäåëèì m d S( , ) êàê íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå N òàêîå, ÷òî äèàìåòð
êîëüöåâîãî öèðêóëÿíòà ( ; )N S ìåíüøå èëè ðàâåí d , à èìåííî m d S( , ) �
� �max{ | ( ; ) }.N d N S d Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ d è n îïðåäåëèì òî÷íóþ
âåðõíþþ ãðàíèöó

M d n m d S S S n( , ) max{ ( , ) | | | },� � �ìíîæåñòâî ñ

ãäå | |S – ìîùíîñòü S. Èìååì M d n N d n( , ) ( , )� äëÿ n � 2, M d n N d n( , ) ( , )�
äëÿ n � 2. Â ðàáîòå [14] äîêàçàíî, ÷òî M d n( , ) ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì ÷èñëîì äëÿ
ëþáûõ íàòóðàëüíûõ d è n.

Ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìîâ îñíîâíûõ ñõåì îáìåíîâ äàííûìè ïðè ïà-
ðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ íåïîñðåäñòâåííî çàâèñèò îò òîïîëîãèè ñåòè ñâÿçè,
â òîì ÷èñëå îïðåäåëÿåòñÿ äèàìåòðîì ãðàôà ìåæïðîöåññîðíûõ ñâÿçåé (ìàêñè-
ìóìîì ìèíèìàëüíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó êàæäîé ïàðîé ïðîöåññîðîâ). Íàè-
áîëåå èññëåäóåìûå ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé – ïîëó-
÷åíèå îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ ìèíèìàëüíûì äèàìåòðîì (âîçìîæíî, ðàâíûì
ulb N n( , ))äëÿ çàäàííîãî ÷èñëà âåðøèí è íàõîæäåíèå ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ
ãðàôîâ ñ ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì âåðøèí äëÿ ëþáîãî äèàìåòðà. Îïòèìàëüíûå
ñåòè èìåþò âûñîêèå ïîêàçàòåëè îòêàçîóñòîé÷èâîñòè è ñêîðîñòè êîììóíèêà-
öèé, ìàêñèìàëüíóþ íàäåæíîñòü è ìèíèìàëüíóþ çàäåðæêó ïðè ïåðåäà÷å èí-
ôîðìàöèè [2, 3, 6, 13]. Êîëüöåâûå öèðêóëÿíòíûå ãðàôû ñòåïåíåé 4 è 6 ÿâëÿ-
þòñÿ íàèáîëåå èçó÷àåìûìè áëàãîäàðÿ ïðàêòè÷åñêîìó ïðèìåíåíèþ. Â ëèòå-
ðàòóðå îïèñàíû ñëåäóþùèå àíàëèòè÷åñêè çàäàâàåìûå ñåìåéñòâà öèðêóëÿíò-
íûõ ñåòåé.

Äëÿ n � 2 â ðàáîòå [10] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî N � 4öèðêóëÿíòíûå ãðà-
ôû ( ; , )N s s1 2 äîñòèãàþò ulb N( , )2 è ìèíèìàëüíîãî ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿ ïðè

s N1 2 1 1 2� � �[( ) ], s s2 1 1� � ([ ]x – áëèæàéøåå öåëîå ê x ). Â [6] ïîêàçàíî,

÷òî ulb N( , )2 äîñòèãàåòñÿ äëÿ ëþáûõ N, åñëè âçÿòü s ulb N1 2� ( , ), s s2 1 1� � .
Â [9, 11, 15] äîêàçàíî, ÷òî M d( , )2 äëÿ öèðêóëÿíòíîãî ãðàôà âèäà ( ; , )N s1
äîñòèãàåòñÿ ïðè s d� �2 1. Íàéäåíû íåêîòîðûå àíàëèòè÷åñêè çàäàâàåìûå ñå-
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ìåéñòâà îïòèìàëüíûõ äâóìåðíûõ êîëüöåâûõ öèðêóëÿíòîâ [2, 3, 9, 16]. Äëÿ
n � 3 â [15] ïîëó÷åíî ñåìåéñòâî öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ âèäà ( ;3 3 12d d� �

1 3 1 3 2, , )d d� � ñ äèàìåòðîì d. Â ðàáîòå [7] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ N d n� , ãäå d –

íå÷åòíîå ÷èñëî, d N d d n d n N nn n( ; , , ... , ) ( ) ( ) .1 1 2 2 21 1� � � � � Â ÷àñòíî-

ñòè, ïðè n � 3 ýòè ãðàíèöû äàþò ñåìåéñòâî òðåõìåðíûõ öèðêóëÿíòîâ ñ äèà-

ìåòðîì, ðàâíûì d , ãäå N d O d� �8

27

3 2( ). Â [3] óêàçàíî ñåìåéñòâî òðåõìåð-

íûõ êîëüöåâûõ öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé ñ N d O d� �8

9

3 2( ).Â [17] íàéäåíî ñëå-

äóþùåå ñåìåéñòâî: öèðêóëÿíòíûå ãðàôû ( ; ),N S ãäå N k k
i

n
i�

�

�

�2 4
0

1

( ) , S �

� �{ , , ... , ( ) },1 4 4 1k k n k d n n� � � � �( ) ,3 èìåþò äèàìåòð ìåíüøå èëè ðàâíûé

d d n, .
 
 3 Äëÿ n � 3 â ðàáîòå [3] óêàçàí òîò æå ðåçóëüòàò: N d� � � �32 3 3

� � � � � �8 3 2 32d d . Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè M d n n( , ), ,� 2 à òàêæå îáðàçóþ-

ùèå è ïîðÿäêè ãðàôîâ íàéäåííûõ ñåìåéñòâ ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè îòíîñè-
òåëüíî d.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ â êà÷åñòâå êîììóíèêàöèîí-
íûõ ñåòåé ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì òðåáóåòñÿ ýôôåêòèâíîå
ðåøåíèå ïðîáëåì îðãàíèçàöèè ïàðíûõ è êîëëåêòèâíûõ ìåæïðîöåññîðíûõ
îáìåíîâ. Ïðè ïàðíîé ìàðøðóòèçàöèè ñîîáùåíèå äîëæíî áûòü ïåðåäàíî èç
âåðøèíû-èñòî÷íèêà â âåðøèíó-ïðèåìíèê. Ïðè òðàíñëÿöèîííîì îáìåíå
ïðîöåññîð-èñòî÷íèê ïîñûëàåò èäåíòè÷íûå äàííûå â ñîîáùåíèè âñåì äðó-
ãèì ïðîöåññîðàì ñèñòåìû. Ðàññìàòðèâàåìûå òèïû îáìåíîâ èçó÷àþòñÿ äëÿ
öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé ïðè ðàçëè÷íûõ êîììóíèêàöèîííûõ ìîäåëÿõ. Â äàííîé
ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü äóïëåêñíîé íåíàïðàâëåííîé ïåðåäà÷è èí-
ôîðìàöèè ìåòîäîì êîììóòàöèè ñîîáùåíèé. Â òàêîé ìîäåëè ïðîòîêîë ñîñòî-
èò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øàãîâ, è â òå÷åíèå êàæäîãî øàãà êàæäûé ïðîöåñ-
ñîð ìîæåò ïîñûëàòü (è ïîëó÷àòü) ñîîáùåíèÿ îò âñåõ ñîñåäåé. Äëÿ îðãàíèçà-
öèè ïàðíûõ îáìåíîâ òðåáóåòñÿ îïðåäåëåíèå êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ãðàôå.
Èçâåñòíû ðàçëè÷íûå ðàñïðåäåëåííûå àëãîðèòìû ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ïóòåé
â äâóìåðíûõ öèðêóëÿíòíûõ ñåòÿõ [18–22]. Äëÿ òðåõìåðíûõ öèðêóëÿíòîâ
ïðîáëåìà ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ïóòåé ðåøåíà [5, 23] äëÿ ñåìåéñòâà èç [15] ñ ïî-
ðÿäêîì N O d� ( )2 è ýêâèâàëåíòíîãî ãðàôà âèäà ( ; , ,3 3 1 12d d d d� � � 2 1d � ).

Â ðàáîòå [4] óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðîáëåìà ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ïóòåé â öèðêó-
ëÿíòíûõ ñåòÿõ â îáùåì âèäå îòíîñèòñÿ ê êëàññó NP-òðóäíûõ çàäà÷. Â [5, 20]
ïîëó÷åíû àëãîðèòìû òðàíñëÿöèîííîãî îáìåíà ïðè ðàçíûõ êîììóíèêàöèîí-
íûõ ìîäåëÿõ äëÿ äâóìåðíûõ öèðêóëÿíòîâ. Â [5] äàíû îöåíêè âðåìåíè è àëãî-
ðèòì òðàíñëÿöèîííîãî îáìåíà äëÿ òðåõìåðíûõ öèðêóëÿíòîâ ñ N O d� ( ).2 Â

[24] ïðèâåäåíû îöåíêè âðåìåíè òðàíñëÿöèîííîãî îáìåíà äëÿ öèðêóëÿíòîâ
âèäà ( ; , , ... , )N 1 2 2� ïðè óñëîâèè, ÷òî âåðøèíà ìîæåò îáìåíèâàòüñÿ ñîîáùå-
íèÿìè ñ k � � ñîñåäÿìè â òå÷åíèå êàæäîãî øàãà.

Öåëüþ ïðåäëàãàåìîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ îïòèìàëü-
íûõ ñòðóêòóð è îðãàíèçàöèè îáìåíîâ â òðåõìåðíûõ öèðêóëÿíòíûõ ñåòÿõ.

Â ðàçä. 1 ïðåäñòàâëåíî àíàëèòè÷åñêè çàäàâàåìîå ñåìåéñòâî òðåõìåðíûõ
îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé [25], êîòîðûå èìåþò ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî
âåðøèí äëÿ ëþáîãî äèàìåòðà; äàíî íîâîå îïèñàíèå îáðàçóþùèõ äëÿ íåãî. Â
ðàçä. 2 ïðèâåäåíû àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé è
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ôóíêöèè êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé â òàêèõ ãðàôàõ, à òàêæå ýôôåêòèâíûå àëãî-
ðèòìû ïàðíîãî è òðàíñëÿöèîííîãî îáìåíîâ äëÿ íèõ, ïîëó÷åííûå â äóïëåêñ-
íîé ìîäåëè êîììóòàöèè ñîîáùåíèé.

1. Îïòèìàëüíûå öèðêóëÿíòíûå ñåòè ñòåïåíè 6. Ðàññìîòðèì ìíîæåñò-
âî öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé âèäà ( ; , , )N s s1 2 3 ñ s1 1� è 1 22 3� � � � �s s N . Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç D N( ), ,v v0 � � äëèíó êðàò÷àéøåãî ïóòè èç âåðøèíû 0 â âåð-
øèíó v. Ïðîíóìåðóåì âåðøèíû ãðàôà îò 0 äî N ( N åñòü âåðøèíà 0). Îïðåäå-
ëèì �s3-ñâÿçè (èëè �s3-ñâÿçè) èç âåðøèíû v, åñëè èäòè ïî íèì â âåðøèíó
v � s3 (èëè â v � s3 ). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì �s2- è �s2-ñâÿçè, à òàêæå +1- è
–1-ñâÿçè. Ïóñòü � � �s s3 2. Êðîìå øàãîâ äëèíû 1 áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü
�� -ñâÿçè äëèíû 2.

Â ãðàôå ( ; , , )N s s1 2 3 âûäåëèì ëþáûå äâå áëèæàéøèå ïî öèêëó, îáðàçî-
âàííîìó îáðàçóþùåé s1, âåðøèíû 0 � � �u Nv òàêèå, ÷òî ïðè ïîëó÷åíèè
D u( ) è D( )v íå èñïîëüçóþòñÿ �1-ñâÿçè. Òîãäà ðàññòîÿíèÿ èç âåðøèíû 0 äî
âñåõ âåðøèí, ëåæàùèõ ìåæäó âåðøèíàìè u è v, ìîæíî ëåãêî âû÷èñëèòü, òàê
êàê ðàçíèöà ìåæäó ñìåæíûìè âåðøèíàìè íå ïðåâûøàåò åäèíèöó.

Ëåììà. Ïóñòü â öèðêóëÿíòíîì ãðàôå âèäà( ; , , )N s s1 2 3 0 � � � �u Nv ëþ-
áûå äâå áëèæàéøèå ïî öèêëó, îáðàçîâàííîìó îáðàçóþùåé s1, âåðøèíû òà-
êèå, ÷òî ïðè ïîëó÷åíèè D u( ) è D( )v íå èñïîëüçóþòñÿ �1-ñâÿçè. Òîãäà

max ( ) ( ( ) ( ))
u x

D x u D u D
� �

� � � �
v

v v 2

è äîñòèãàåòñÿ â âåðøèíå x u D D u� � � �( ( ) ( )) .v v 2
Çàìåòèì, ÷òî â ëåììå ïðèìåíåíî öåëî÷èñëåííîå äåëåíèå íà äâà. Ðàñ-

ñìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà òðåõìåðíûõ öèðêóëÿíòîâ äèàìåòðà d ñ ìàêñè-
ìóìîì N.

Ïóñòü p N s3 3� � � , à x xr l( ) îçíà÷àåò áëèæàéøóþ ê N 2 ñïðàâà (ñëåâà)

âåðøèíó âèäà ks3 èëè N ks x xr l� �3 , . Èìååì

x
p s p

N p s p
l �

� 
 �

�( ) , ;

, ,

3 3 3

3 3 3

2

2

åñëè åòíîå

åñëè íå åòíîå

x

x

�
�

(1)

x
N p s p

p s p
r �

�


 �

� ( ) , ;

, .

3 3 3

3 3 3

2

2

åñëè åòíîå

åñëè íå åòíîå

x

x

�
�

(2)

Ïóñòü r îçíà÷àåò äëèíó èíòåðâàëà [ , ]:x xl r

r
N p s p

p s N p
�

�

� �

�
�

3 3 3

3 3 31

, ;

( ) , .

åñëè åòíîå

åñëè íå åòíîå

x

x�
(3)

Èìååì 1 3� �r s , òàê êàê ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðàôû ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì
N, è N äîëæíî áûòü íå÷åòíûì ÷èñëîì [14]. Äàëåå â òåîðåìå 1 ðåàëèçóåòñÿ
ñëó÷àé, êîãäà s r2 � , â òåîðåìå 2 – êîãäà r s� 2.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íåèçâåñòíûå ôóíêöèè N s, 2 è s3 ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìà-
ìè îòíîñèòåëüíî � �d 3 . Ñëåäîâàòåëüíî, öåëî÷èñëåííàÿ ôóíêöèÿ p3 – òàêæå

ïîëèíîì îòíîñèòåëüíî � �d 3 . Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóþò ãðàôû ñ ìàêñèìó-

ìîì N, â äàëüíåéøåì íå ðàññìàòðèâàåì ãðàôû ñ 2 2 3s s� , ïîòîìó ÷òî òàêèå
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îáðàçóþùèå îáðàçóþò öèêë äëèíû 3 â ãðàôå è ìîãóò äàòü ìàêñèìóì N òîëüêî
äëÿ d �1.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü d �1 – öåëîå ÷èñëî. Ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê öèðêó-
ëÿíòíîé ñåòè ( ; , , )N s s1 2 3 ñ äèàìåòðîì d è s s s2 3 2� � äîñòèãàåòñÿ äëÿ

N

d d d d

d d�

� � � �

� � � �

( ) ( ) , ( );32 27 16 9 2 1 0 3

32 3 48

3 2

3

åñëè mod

3 26 3 5 1 3

32 3 80 3 70 3

2

3 2

� � � � � �

� � � � � � � � �

d d

d d d

, ( );åñëè mod

21 2 3, ( ),åñëè modd �

�

�
�

�
�

(4)

( , )

(( ) , ( ) ( ) ), ( );

(
s s

d d d d

2 3

24 3 1 16 9 4 3 1 0 3

4
�

� � � �åñëè mod

� � � �

� � � � � � � � � � �

d

d d d d

3 2 1

16 3 16 3 5 4 3 2 1 32

,

( )), ( )åñëè mod ;

( , ), ( ).4 3 3 16 3 28 3 13 2 32
� � � � � � � � � �

�

�

�
�

�

�
� d d d dåñëè mod

(5)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î (ñîêðàùåííûé âàðèàíò).
1. Ðàññìîòðèì ãðàô ( ; , , )N s s1 2 3 äèàìåòðà d �1 ñ s r2 � . Ðàçìåñòèì âåð-

øèíû öèðêóëÿíòíîãî ãðàôà íà ëèíèè è ïðîíóìåðóåì èõ îò 0 äî N (ðèñ. 1), ãäå
r N s3 3� ( ).mod Èç (3) ñëåäóåò r r� 3 , åñëè p3 ÷åòíîå, èëè r s r� �3 3 , åñëè p3

íå÷åòíîå.
Ïî óñëîâèÿì òåîðåìû � � 
s s3 2 2. Â èíòåðâàëå [ , ]0 3s ðàññìîòðèì âåð-

øèíû f j è rj , ïîðîæäàåìûå �s2-ñâÿçÿìè èç 0 è �s2-ñâÿçÿìè èç s3 ñîîòâåòñò-
âåííî:

f js r s s s j s j s sj j� � � � � � � � �2 3 3 2 2 3 20, ( ) , , ... , .

Èìååì

D f j D r s s j j s sj j( ) ; ( ) , , ... , .� � � � � � � � �3 2 3 21 0 (6)

Îïðåäåëèì ìàêñèìóì D x( )äëÿ âåðøèí f x fj j� � � 1 áåç èñïîëüçîâàíèÿ çíà-
÷åíèé D rj( ). Èç ëåììû, ó÷èòûâàÿ (6), èìååì:

max ( ) ( )
f x fj j

D x j s
� � �

� � �
1

2 1 2 (7)

è äîñòèãàåòñÿ â âåðøèíå

x js sj1 2 2 1 2� � �( ) . (8)
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Îáå ýòè âåëè÷èíû öåëûå, åñëè s2 – íå÷åòíîå ÷èñëî. Èç (7) è (8) ñëåäóåò
D x d( ) � äëÿ âñåõ 0 1� �x x è D x d( ) ,1 1� � ãäå

x s d s1 2
2

21 2 1� � � � �( ) ( ) .

Àíàëîãè÷íî ïðè îïðåäåëåíèè ìàêñèìóìà D x( ) äëÿ âåðøèí r x rj j� � � 1 áåç
èñïîëüçîâàíèÿ çíà÷åíèé D f j( ) ñëåäóåò D x d( ) � äëÿ âñåõ x x s2 3� � è
D x d( ) ,2 1� � ãäå

x s s x s ds s2 3 2 1 3 2 2
2 1 2� � � � � � �( ) . (9)

Îáîáùàÿ ýòó ïðîöåäóðó äëÿ èíòåðâàëîâ [ , ( ) ], ,is i s i3 31 0� � ïîëó÷èì D x( ) �
� d äëÿ x x xi i� � �1 2 1, , , i 
 1, D x D x di i( ) ( ) ,, ,1 2 1� � � i 
 0, ãäå x xi, 1 1� �
� �i s s( ),3 2 x x i s si, ( ).2 2 3 2� � �

1.1. Ïóñòü p d3 � . Â ìàêñèìàëüíîì ãðàôå äèàìåòðà d äîëæåí ñóùåñò-
âîâàòü ïóòü èç N â x1 ñ ÷èñëîì øàãîâ, ðàâíûì d ,èñïîëüçóþùèé �s3-ñâÿçè è,
âîçìîæíî, �s2-ñâÿçè. Àíàëîãè÷íî äîëæåí ñóùåñòâîâàòü ïóòü èç N â x 2 ñ
÷èñëîì øàãîâ, ðàâíûì d , èñïîëüçóþùèé �s3-ñâÿçè è, âîçìîæíî, �s2-ñâÿçè.
Ýòî ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì, åñëè p d3 � è x x1 2� . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ðåàëèçóþòñÿ íå âñå ïóòè, ïîðîæäàåìûå �s2- è �1-ñâÿçÿìè â èíòåðâàëàõ
[ , ( ) ].is i s3 31� Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (9), ïîëó÷èì N s x x( ) ( )mod 3 1 2 2� � �
� �( )s s3 2 2 è

N p s s� � �( ) .3 3 21 2 2 (10)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè s2 – ÷åòíîå ÷èñëî, òî D x D x d( ) ( ) ,1 21 1 1� � � � � è
òîãäà íåîáõîäèìî èìåòü äâà ïóòè: èç N â x1 è èç N â x 2 – ñ ÷èñëîì øàãîâ, ðàâ-
íûì d �1, è ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå N áóäåò ìåíüøå (èñêëþ÷åíèå òîëüêî
äëÿ d � 2). Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåì íå÷åòíûå s2.

Äðóãèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ N ïîëó÷èì èç ñëåäóþùèõ ñîîáðà-
æåíèé. Èç (1) è (2) èìååì D x D x pl r( ) ( ) ,� � 
 �3 2 è âñå âåðøèíû â èíòåðâà-

ëå [ , ]x xl r ìîæíî äîñòè÷ü èëè � s2-ñâÿçÿìè è �1-ñâÿçÿìè èç x l , èëè �s2-ñâÿçÿ-
ìè è �1-ñâÿçÿìè èç x r . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ãðàôà ñ ìàêñèìóìîì N äîëæíû
âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà

r M d s d� � � � �( , ); ,2 2 12 (11)

ãäå d d p� � � 
 �3 2 . Èìåÿ (3), (10) è (11) , ïîëó÷àåì òðè ðàâåíñòâà äëÿ ÷åòûðåõ

íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí ( , , ):N p s s3 3 2è

M d p d p( , ) ( )2 2 2 2 2 1 23
2

3� 
 � � � 
 � �

�
�

� �

�
�
�

N p s p

p s N p

3 3 3

3 3 31

, ;

( ) , ,

åñëè åòíîå

åñëè íå åòíîå

x

x
(12)

s d p2 32 1 2 2� � � 
 � , (13)

s N s p3 2 32 2 1� � �( ) ( ). (14)
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Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ s2 èç (13) â (14) è s3 â (12), ïîëó÷èì

N
p d p d p d d p

p
�

� � � � � �

�

3
3

3
2 2

3
2

3

3
3

4 1 2 4 2 2 1( ) , ;

(

åñëè åòíîåx

4 1 2 4 2 2 1 23
2 2

3
2

3d p d p d d p� � � � �

�
�
� ) , .åñëè íå åòíîåx

(15)

Èç ïîñòðîåíèÿ äàííûõ ãðàôîâ ñëåäóåò, ÷òî ãðàôû, îïðåäåëÿåìûå ïîñðåäñò-
âîì (13)–(15), èìåþò äèàìåòð, ðàâíûé d.

Íàøà öåëü – íàéòè ìàêñèìóì N N p� ( )3 äëÿ çàäàííîãî d. Ôóíêöèÿ N –
êóáè÷åñêèé ïîëèíîì îòíîñèòåëüíî p3 ñ a � �1 0, b d� � �4 1 2, c d� 4 2.

Íàéäåì öåëî÷èñëåííóþ ôóíêöèþ p d3 ( ) òàêóþ, ïðè êîòîðîé N èç (15) áóäåò
äîñòèãàòü ìàêñèìóìà äëÿ ëþáîãî d �1. Äèñêðèìèíàíò � � � � � �3 42 2ac b d

� � �4 1 4 0d . Ñëåäîâàòåëüíî, N èìååò îäèí ìàêñèìóì, êîãäà

p d d d
b

a
3

2

3

4

3

2

3

1

16

1

6
� � � � � � �

� ��
.

Òàê êàê d d d d� � � � � �1 4 1 16 1 22 , òîãäà
2

3

1

6

2

3
3d p d� � � . Ôóíêöèÿ

p d3 ( ) äîëæíà áûòü öåëî÷èñëåííîé. Îñòàåòñÿ âçÿòü áëèæàéøåå ê ýêñòðåìàëü-
íîìó çíà÷åíèþ öåëîå ÷èñëî, è ïîëó÷èì

p
d d d

d d
3

2 3 0 3 1 3

2 3 1 2
�

� � � �

� � � �

, ( ) ( );

,

åñëè mod èëè mod

åñëè ( ) ( ).mod èëè mod3 1 3d �

�
�
�

��
(16)

Ïîäñòàâëÿÿ ÷åòíûå çíà÷åíèÿ p3 èç (16) â (13)–(15), ïîëó÷èì ôîðìóëû (4) è
(5) äëÿ d � 0 3( )mod è d �1 3( )mod (âàðèàíò ñî çíàêîì ïëþñ). Ïîäñòàâëÿÿ íå-
÷åòíûå çíà÷åíèÿ p3 èç (16) â (13)–(15), ïîëó÷èì ôîðìóëû (4) è (5) äëÿ
d � 2 3( )mod è d �1 3( )mod (âàðèàíò ñî çíàêîì ìèíóñ).

1.2. Ïóñòü p d3 � . Òîãäà íåò äâóõ ïóòåé èç N â x1 è èç N â x2 ñ ÷èñëîì
øàãîâ, ðàâíûì d , èñïîëüçóþùèõ �s3-ñâÿçè. Êîãäà x x1 2� , ÷àñòü âîçìîæíûõ
ïóòåé òåðÿåòñÿ, è çíà÷åíèå N áóäåò ìåíüøå, ÷åì â ñëó÷àå 1.1.

2. Äëÿ àëüòåðíàòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ r s� 2 ïðè s s s2 3 2� � çíà÷åíèå N
áóäåò òàêæå ìåíüøå, ÷åì â ñëó÷àå 1.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Îòìåòèì, ÷òî îáðàçóþùèå s2 è s3 , ïîëó÷åííûå â òåîðåìå 1, åñòü ïîëèíî-

ìû ïåðâîé è âòîðîé ñòåïåíè ñîîòâåòñòâåííî îòíîñèòåëüíî � �d 3 . Â òåîðåìå

2 ïîëó÷åíû îáðàçóþùèå ñ s s s2 3 2� � , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè âòîðîé
ñòåïåíè. Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåíà â [25].

Òåîðåìà 2. Ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê öèðêóëÿíòíîé ñåòè âèäà ( ; , , )N s s1 2 3

ñ ëþáûì äèàìåòðîì d 
 1

M d

d d d d

d( , )

( ) ( ) , ( );

3

32 27 16 9 2 1 0 3

32 3

3 2

3�

� � � �

� �

åñëè mod

� � � � � � � �

� � � � � �

48 3 30 3 7 1 3

32 3 80 3 70

2

3 2

d d d

d d

, ( );åñëè mod

� � � �

�

�
�

�
� d d3 21 2 3, ( ),åñëè mod
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è äîñòèãàåòñÿ äëÿ îáðàçóþùèõ

( , )

(( ) ( ) , ( ) ), ( );

(s s

d d d d d

2 3

2 28 9 2 3 8 9 2 2 0 3

�

� � � �åñëè mod

8 3 6 3 2 8 3 10 3 4 1 3

8

2 2
� � � � � � � � � � � � �

�

d d d d d

d

, ), ( );

(

åñëè mod

3 10 3 4 8 3 14 3 6 2 32 2� � � � � � � � � � � �

�

�
�

�
� d d d d, ), ( ).åñëè mod

(17)

Ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê M d( , )3 öèðêóëÿíòíîé ñåòè ( ; , , )N s s1 2 3 ñ äèà-
ìåòðîì d äîñòèãàåòñÿ òàêæå äëÿ îáðàçóþùèõ

( , )

(( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ),
s s

d d

d d d
2 3

3 2

3 2

16 27 4 9

16 27 4 9 4 3
�

�

� � åñëè modd

d d d

d d

�

� � � � � � � � �

� � � �

0 3

16 3 36 3 26 3 5

16 3 36

3 2

3

( );

( ,

3 30 3 9 2 32
� � � � � �

�

�

�
�

�

�
� d d), ( ).åñëè mod

(18)

Äëÿ ýòèõ îáðàçóþùèõ s s s2 3 2� � , è îíè ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè òðåòüåé ñòå-

ïåíè îòíîñèòåëüíî � �d 3 . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îáðàçóþùèå (18) ïîëó÷àþò-

ñÿ èç îáðàçóþùèõ (17) ñ ïîìîùüþ ýêâèâàëåíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ [2].
Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííîå ñåìåéñòâî ñåòåé ñ ÷èñëîì âåðøèí, ðàâíûì

M d( , ),3 çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò ïî ñîîòíîøåíèþ N d âñå ðàíåå íàéäåí-
íûå ñåìåéñòâà òðåõìåðíûõ öèðêóëÿíòîâ [3, 7, 15, 17]. Â òàáëèöå ïðåäñòàâëå-
íû îïèñàíèÿ òðåõìåðíûõ êîëüöåâûõ öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé ñ ìàêñèìàëüíûì
ïîðÿäêîì, ðàâíûì M d( , ),3 è îáðàçóþùèìè, çàäàâàåìûìè ôîðìóëàìè (17),
(5) è (18), äëÿ äèàìåòðîâ1 18� �d .

2. Ìàðøðóòèçàöèÿ â öèðêóëÿíòíûõ ñåòÿõ ñòåïåíè 6. 2.1. Àëãîðèòì
ïàðíîé ìàðøðóòèçàöèè. Ïðè îðãàíèçàöèè ïàðíûõ îáìåíîâ â ïàðàëëåëüíûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ òðåáóåòñÿ ðåøåíèå ïðîáëåìû ïîèñêà êðàò÷àéøå-
ãî ïóòè ìåæäó âçàèìîäåéñòâóþùèìè ïðîöåññîðàìè. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå

8 Àâòîìåòðèÿ ¹ 3, òîì 42, 2006 ã. 113

d M d( , )3 s s2 3, s s2 3, s s2 3, d M d( , )3 s s2 3, s s2 3, s s2 3,

1 7 2, 4 – – 10 1393 92, 106 – –

2 21 4, 6 3, 8 5, 9 11 1815 106, 120 15, 241 839, 855

3 55 10, 16 5, 21 20, 24 12 2329 136, 154 17, 273 1088, 1104

4 117 16, 22 – – 13 2943 154, 172 – –

5 203 22, 28 7, 57 83, 91 14 3629 172, 190 19, 381 1709, 1729

6 333 36, 46 9, 73 144, 152 15 4431 210, 232 21, 421 2100, 2120

7 515 46, 56 – – 16 5357 232, 254 – –

8 737 56, 66 11, 133 329, 341 17 6371 254, 276 23, 553 3035, 3059

9 1027 78, 92 13, 157 468, 480 18 7525 300, 326 25, 601 3600, 3624



ýòîé ïðîáëåìû äëÿ ïîëó÷åííûõ òðåõìåðíûõ öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé. Íóæíî
îïðåäåëèòü êðàò÷àéøèé ïóòü ìåæäó ëþáûìè âåðøèíàìè u è v ãðàôà. Ïî-
ñêîëüêó öèðêóëÿíò – âåðøèííî-òðàíçèòèâíûé ãðàô, òî äëÿ ëþáûõ u è v ôóíê-
öèÿ êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé D u D u N( , ) ( , ( )),v v mod� �0 ò. å. äîñòàòî÷íî
íàéòè äëÿ ëþáîé âåðøèíû v êðàò÷àéøèé ïóòü ìåæäó 0 è v. Îïðåäåëèì òàêæå
äëÿ âåðøèíû v âåêòîð êðàò÷àéøåãî ïóòè P P P P( , ) ( , , )0 1 2 3v � êàê âåêòîð, èìå-
þùèé òðè êîîðäèíàòû, ãäå P ii , , , ,�1 2 3 çàäàåò ÷èñëî øàãîâ âäîëü îáðàçóþ-
ùåé s si i( )� â êðàò÷àéøåì ïóòè èç 0 â v, à çíàê « » (« »)� � – äâèæåíèå âäîëü
s si i( ).� Èìååì D P P P( , ) .0 1 2 3v � � �

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ÷èñëî âåðøèí ãðàôà ðàâíî M d( , ),3 à îáðàçóþ-
ùèå s2 è s3 îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (5). Ïóñòü p d� � �2 3 . Äëÿ d � 0 3( )mod

èìååì ñåìåéñòâî îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ

� �{( ( ); , ( ), ( )),N p s p s p p1 2 3 xåòíîå},

(19)

N p p p s p s p p� � � � � � � � �4 4 3 1 2 1 4 2 13 2
2 3

2, , .

Âû÷èñëèì àíàëèòè÷åñêèì ìåòîäîì ôóíêöèþ êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé
D( , )0 v äëÿ âñåõ ãðàôîâ ñåìåéñòâà �.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü G 	� (çäåñü � îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì (19)) åñòü
öèðêóëÿíòíûé ãðàô è r p p� � �2 2 12 . Äëÿ ëþáîé âåðøèíû 0 � �v N ãðàôà G

ïóñòü

i s j s k s p� � � � � � � � �v modv v3 2 2 1, , ,� �

ãäå

� v

vmod åñëè vmod

vmod â ïðîòèâíîì ñëó àå
�

�

�

� s s r

r s

3 3

32

, ;

.x
�
�

Òîãäà

D

p i j k i j p p i j p

k p i j( , )

,

0

2 3 2 2 3 2

2v

åñëè èëè

è�

� � � � � � � �

� � � � ;

p i j k� � � �

�

�
�

�
�

1 â îñòàëüíûõ ñëó àõ.x

Äëÿ ëþáîé âåðøèíû 0 � �v N ãðàôà ñåìåéñòâà � ïîëó÷åí ñëåäóþùèé
Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà êðàò÷àéøåãî ïóòè P( , ):0 v
begin

a s r p p� � � � �0 2 2 13
2; ; ;� vmod

if � � �� � � �r r athen { ; };2 1

i s j s k s p� � � � �vdiv div mod3 2 2 1; ; ;� �

if and or then( )p i j p k p i j i j p2 3 2 2 3 2� � � � � � � � �

{ ; ; ;P i p P j p P k3 2 1� � � � �

if thena P P P P� � � � �1 2 2 1 1{ ; };

stop
}

P i3 � ;

if and or and then( ) ( )0 2 0 2 3 2 2� � � � � � � � � �i j p k p i j p k p i j

{ ; }P j P k p2 1 1� � � �
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else { ; };P j P k p2 11� � � �

if thena � 1

{ ; ; };P P P P P P3 3 2 2 1 11 1� � � � � � �

end

Êàê âèäèì, ïîëó÷åííûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà êðàò÷àéøåãî ïóòè
íå çàâèñèò îò ÷èñëà âåðøèí â ãðàôå è èìååò ñëîæíîñòü O ( ).1 Â ðàáîòå [26]
äàíî àíàëîãè÷íîå ðåøåíèå ïðîáëåìû ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ïóòåé äëÿ ñåìåé-
ñòâà ñåòåé ñ ìàêñèìàëüíûì ïîðÿäêîì è îáðàçóþùèìè, îïðåäåëÿåìûìè ñîîò-
íîøåíèÿìè (17). Íàéäåííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò áûñòðî âû÷èñëÿòü â êàæ-
äîé âåðøèíå ïóòè ìåæäó ëþáûìè èñòî÷íèêàìè è ïðèåìíèêàìè ñîîáùåíèé
áåç èñïîëüçîâàíèÿ òàáëè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñåòè, ïîìåùåííîãî â êàæäîé
âåðøèíå. Ñõåìà àëãîðèòìà ïàðíîé ìàðøðóòèçàöèè (ÀÏÌ) äëÿ ãðàôîâ ðàñ-
ñìîòðåííîãî ñåìåéñòâà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

1. ÀÏÌ âû÷èñëÿåò âåêòîð êðàò÷àéøèõ ïóòåé P â âåðøèíå-èñòî÷íèêå ñî-
îáùåíèÿ, èñïîëüçóÿ íîìåð âåðøèíû-ïðèåìíèêà.

2. Â êàæäîé ïðîìåæóòî÷íîé âåðøèíå (è âåðøèíå-èñòî÷íèêå) ÀÏÌ âû-
áèðàåò íîìåð âûõîäíîãî íàïðàâëåíèÿ, ïðèíàäëåæàùåãî êðàò÷àéøåìó ïóòè
äî âåðøèíû-ïðèåìíèêà, è âåêòîð P ìîäèôèöèðóåòñÿ òàê, ÷òîáû ìîäèôèöè-
ðîâàííûé âåêòîð P� çàäàâàë îñòàòîê êðàò÷àéøåãî ïóòè äî âåðøèíû-ïðèåì-
íèêà. Ïðè ýòîì âûáîð íîìåðà âûõîäíîãî íàïðàâëåíèÿ ìîæåò ó÷èòûâàòü íå
òîëüêî íóëåâûå êîîðäèíàòû âåêòîðà P�, íî òàêæå òåêóùèå ñîñòîÿíèÿ ñìåæ-
íûõ âåðøèí è ëèíèé ñâÿçè (îòêàçû, íàãðóçêó).

3. ÀÏÌ çàâåðøàåòñÿ, êîãäà âñå êîîðäèíàòû P� ðàâíû 0.
Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì äîïóñêàåò ïðîñòóþ ìîäèôèêàöèþ, ó÷èòûâàþ-

ùóþ âîçìîæíûå îòêàçû ïðîöåññîðîâ è ëèíèé ñâÿçè â ñèñòåìå. Îòêàçîóñòîé-
÷èâûé âàðèàíò àëãîðèòìà ìîæåò áûòü ïîëó÷åí àíàëîãè÷íî àëãîðèòìó ìàðø-
ðóòèçàöèè ïðè íàëè÷èè îòêàçîâ, íàéäåííîìó äëÿ äâóìåðíûõ öèðêóëÿíòíûõ
ñåòåé [2].

2.2. Àëãîðèòì òðàíñëÿöèîííîãî îáìåíà. Ðàññìîòðèì òðàíñëÿöèîííûé
îáìåí ïðè äóïëåêñíîé ìîäåëè êîììóòàöèè ñîîáùåíèé äëÿ òðåõìåðíûõ îï-
òèìàëüíûõ öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé ñåìåéñòâà �: òðåáóåòñÿ îðãàíèçîâàòü ïåðå-
äà÷ó ñîîáùåíèé èç ëþáîãî ïðîöåññîðà âî âñå äðóãèå çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ è
áåç äóáëèðîâàíèÿ ñîîáùåíèé. Ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå âûçâàíî íåîáõîäèìî-
ñòüþ ìèíèìèçèðîâàòü íàãðóçêó â ñåòè ïðè êîëëåêòèâíûõ îáìåíàõ. Îäíî èç
ðåøåíèé ïðîáëåìû çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ìèíèìàëüíîãî ïîêðûâàþùå-
ãî äåðåâà ñ êîðíåì â èñòî÷íèêå è ïåðåäà÷å êîïèé ñîîáùåíèÿ òîëüêî ïî íà-
ïðàâëåííûì ðåáðàì ýòîãî äåðåâà. Äàííûé ìåòîä èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ äâóìåð-
íûõ öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé è òðàíñëÿöèîííîãî
îáìåíà â ãèïåðêóáàõ. Âñëåäñòâèå ðåãóëÿðíî-
ñòè ñâÿçåé âèä ýòèõ äåðåâüåâ îäèíàêîâ èç ëþ-
áîé âåðøèíû-èñòî÷íèêà.

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà íóìåðàöèÿ âûõîäíûõ
(âõîäíûõ) ïîëþñîâ ïðîöåññîðîâ è ñîîòâåòñò-
âèå èõ îáðàçóþùèì òðåõìåðíîãî öèðêóëÿíò-
íîãî ãðàôà. Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåí ôðàãìåíò ìè-
íèìàëüíîãî ïîêðûâàþùåãî äåðåâà (íå ïîêàçà-
íû ðåáðà, ñîîòâåòñòâóþùèå îáðàçóþùèì �s1 )
äëÿ öèðêóëÿíòà ñ ÷èñëîì âåðøèí N � 333 è
äèàìåòðîì 6. Âåðøèíà-èñòî÷íèê ðàñïîëîæå-
íà â öåíòðå, ñòðåëêè íà ðåáðàõ óêàçûâàþò íà-
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ïðàâëåíèÿ ïåðåäà÷ êîïèé ñîîáùåíèÿ ìåæäó ñìåæíûìè ïðîöåññîðàìè ïî ëè-
íèÿì ñâÿçè, ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçóþùèì s2 (ïî ãîðèçîíòàëè) è s3 (ïî âåð-
òèêàëè). Ðàññìàòðèâàåìûé äàëåå àëãîðèòì òðàíñëÿöèîííîãî îáìåíà èñïîëü-
çóåò îáîáùåíèå ïðåäñòàâëåííîãî ïîêðûâàþùåãî äåðåâà äëÿ âñåõ ãðàôîâ ñå-
ìåéñòâà �.

Ñòðóêòóðà ñîîáùåíèÿ äëÿ òðàíñëÿöèîííîãî îáìåíà èìååò âèä

msg T U V W B n j: { , , , , ( , )},�

ãäå T – òåêñò ñîîáùåíèÿ; U V W, , – ñ÷åò÷èêè ÷èñëà øàãîâ ìåæäó ïðîöåññî-
ðîì, âûïîëíÿþùèì àëãîðèòì, è ïðîöåññîðîì-èñòî÷íèêîì ïî ëèíèÿì ñâÿçè,
ñîîòâåòñòâóþùèì òðåì îáðàçóþùèì; B n j( , ) – ïðèçíàê òðàíñëÿöèîííîãî
îáìåíà (n – íîìåð ïðîöåññîðà, j – íîìåð îáìåíà). Åñëè ñîîáùåíèå ñ B n j( , )
ïðèáûâàåò â ïðîöåññîð ïåðâûé ðàç, îíî äîëæíî áûòü ïðèíÿòî, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ïðîöåññîð çàêàí÷èâàåò àëãîðèòì îáìåíà. Ýòî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ïå-
ðåäà÷ ëèøíèõ êîïèé ñîîáùåíèÿ ïî ëèíèÿì ñâÿçè, ñîîòâåòñòâóþùèì îáðà-
çóþùèì �s1 , è îãðàíè÷èòü òðåáóåìîå ÷èñëî øàãîâ àëãîðèòìà äèàìåòðîì
ãðàôà. Åñëè íåîáõîäèìî ïåðåäàòü êîïèè ïîëó÷åííîãî ñîîáùåíèÿ ñîñåäÿì,
àëãîðèòì òðàíñëÿöèîííîãî îáìåíà îïðåäåëÿåò íîìåðà âûõîäíûõ ïîëþñîâ, à
çàòåì óñòàíàâëèâàåò ñîîáùåíèå â âûõîäíóþ î÷åðåäü. Àëãîðèòì íà÷èíàåò ðà-
áîòó â òðàíçèòíîì ïðîöåññîðå (èëè èñòî÷íèêå) ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ñîîáùåíèÿ
ñ ïðèçíàêîì B n j( , ) ñ âõîäà 1–6 (èëè 0). Â òðàíçèòíîì ïðîöåññîðå ïàðàìåòðû
U V Wm m m, , ïîñòóïèâøåãî ñ âõîäà i ñîîáùåíèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ â ïàðàìåòðû
U V W, , äëÿ ñîîáùåíèÿ â âûõîäíîé î÷åðåäè.

Àëãîðèòì òðàíñëÿöèîííîãî îáìåíà â ïðîöåññîðå-èñòî÷íèêå:
begin

U V W: ; : ; : ;� � �0 0 0

for to doi msg i� 1 6 0send from input to output

end
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Àëãîðèòì òðàíñëÿöèîííîãî îáìåíà â òðàíçèòíîì ïðîöåññîðå:
begin

if thenmsg msgis received for the first time send from input i to output 0

else stop}{ ; ;delete from inputmsg i

if theni � 4

{ : ; : ; : ;U U V V W Wm m m� � � �1

if then stopU V W d� � �

else stop{ ( );send from input to output }msg i i11 �

}

else
if theni mod2 � 1

{ : ; : ; : }U U V V W Wm m m� � � � 1

else { : ; : ; : };U U V V W Wm m m� � � �1

if then stopV W d� �

else for to dok msg i k� 5 6 send from input to output ;

if or and thenV W V p msg i i� � � �0 0( ) (send from input to output 2 4 1) ;mod �

if and or and then stop( ) ( )i W p i V pmod mod2 1 2 0� � � �

else send from input to output modmsg i i( ) ;� �1 4 1

end
Àëãîðèòì äîïóñêàåò ïðîñòóþ ìîäèôèêàöèþ, ó÷èòûâàþùóþ âîçìîæíûå

îòêàçû ïðîöåññîðîâ è ëèíèé ñâÿçè. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ îáõîäíûå ïóòè
ïî äîïîëíèòåëüíûì ðåáðàì, íå âõîäÿùèì â ïîêðûâàþùåå äåðåâî.

Çàêëþ÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû îïòèìàëüíûå òðåõìåðíûå öèð-
êóëÿíòíûå ñåòè ñ ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì âåðøèí, êîòîðûå â ñâîåì êëàññå îá-
ëàäàþò íàèëó÷øèìè ñòðóêòóðíûìè ïîêàçàòåëÿìè, âêëþ÷àÿ íèçêóþ çàäåðæ-
êó ïðè ïåðåäà÷å èíôîðìàöèè è âûñîêóþ æèâó÷åñòü (çà ñ÷åò ìèíèìèçàöèè
äèàìåòðà), à òàêæå èìåþò ïðîñòûå è ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ìàðøðóòèçà-
öèè, íå èñïîëüçóþùèå òàáëèö ìàðøðóòèçàöèè. Ïîñòðîåííûå àëãîðèòìû îá-
ìåíîâ èíâàðèàíòíû ê ÷èñëó ïðîöåññîðîâ â ñèñòåìå è äîïóñêàþò ïðîñòûå ìî-
äèôèêàöèè, ó÷èòûâàþùèå îòêàçû ïðîöåññîðîâ è ëèíèé ñâÿçè. Ïîëó÷åííîå
ñåìåéñòâî îïòèìàëüíûõ ñåòåé ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ, òàê êàê öèðêóëÿíòíûå ãðàôû ñòåïåíåé 4 è 6 èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå
êîììóíèêàöèîííûõ ñåòåé ñâÿçè äëÿ ðåàëüíûõ è ïðîåêòèðóåìûõ ïàðàëëåëü-
íûõ ñèñòåì.
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