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Ïðåäëàãàåòñÿ èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè
ðàñõîäà ðåñóðñîâ. Îí ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ìåòîäà ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ çàäà÷
ìèíèìèçàöèè ðåñóðñîâ [1] íà êëàññ íåëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ðàçäåëåííîé ïî ñî-
ñòîÿíèþ è óïðàâëåíèþ ïðàâîé ÷àñòüþ, ëèíåéíîé ïî óïðàâëåíèþ.

Ââåäåíèå. Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ðàñõîäà ðåñóðñîâ ïðåäñòàâëÿåò çíà÷è-
òåëüíûé òåîðåòè÷åñêèé è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ [2–10]. Àíàëèòè÷åñêîå ðå-
øåíèå ýòîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåì âûñîêîãî ïîðÿäêà íåâîçìîæíî.

Ìåòîä ïîêðûòèÿ âíóòðåííîñòåé ñòðîãî âûïóêëûõ òåë ñåìåéñòâîì n-ìåð-
íûõ ñìåæíûõ ñèìïëåêñîâ [1] îáîáùåí íà íåâûïóêëûå òåëà. Èñïîëüçóÿ ýòîò
ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ïðè îáîñíîâàíèè è ïîñòðîåíèè ìåòîäà ðåøåíèÿ
íåëèíåéíûõ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè ðàñõîäà ðåñóðñîâ, óäàëîñü ñîçäàòü ýôôåê-
òèâíûé ÷èñëåííûé ìåòîä. Îí îáëàäàåò îïðåäåëåííûìè äîñòîèíñòâàìè, íà-
ïðèìåð îñòàåòñÿ ÷èñëåííî óñòîé÷èâûì äàæå òîãäà, êîãäà çàäàííîå âðåìÿ
îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ T áëèçêî èëè ñîâïàäàåò ñ îïòèìàëüíûì ïî
áûñòðîäåéñòâèþ. Äðóãèå ìåòîäû â ýòîì ñëó÷àå íå ìîãóò ïîëó÷èòü ðåøåíèå
èç-çà î÷åíü áîëüøèõ ïî íîðìå íà÷àëüíûõ óñëîâèé ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû.
Êðîìå òîãî, îïèñûâàåìûé ìåòîä ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î
ñèñòåìå óïðàâëåíèÿ îáëàäàåò ãëîáàëüíîé ñõîäèìîñòüþ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Ïóñòü óïðàâ-
ëÿåìûé îáúåêò îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé âèäà

�( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ,x t f x B t u t x x� � �0 0 (1)

ãäå x n�R – ôàçîâûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà; f x f x x n( ) ( ( , ... , ), ...� 1 1

... , ( , ... , ))f x xn n1 – çàäàííàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ âåêòîð-ôóíê-
öèÿ, f ( )0 0� è f x( ) � 0 ïðè x � 0; B t( ) – çàäàííàÿ íåïðåðûâíàÿ ìàòðèöà ðàç-
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ìåðà n s� ; u s�R – êóñî÷íî-íåïðåðûâíîå óïðàâëåíèå, ñòåñíåííîå îãðàíè-

÷åíèåì

u t j sj ( ) , , .� �1 1 (2)

Çàäà÷à. Òðåáóåòñÿ íàéòè äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u t0 ( ), t T� [ , ],0 ïåðå-

âîäÿùåå ñèñòåìó (1) èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x x( )0 0� çà âðåìÿ T â íà÷àëî

êîîðäèíàò è ìèíèìèçèðóþùåå ôóíêöèîíàë

I u u t dtj

j

sT

j( ) ( ) ,�
�
�	 


10
(3)

ãäå 
 j � 0 – çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì 
 j

j

s

�
� �

1

0.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà (1) óïðàâëÿåìà â íà÷àëî êîîðäèíàò è T T� * ,
ãäåT* – âðåìÿ îïòèìàëüíîãî ïî áûñòðîäåéñòâèþ ïåðåâîäà ñèñòåìû (1) èç ñî-
ñòîÿíèÿ x x( )0 0� â íà÷àëî êîîðäèíàò.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 
( )T îáëàñòü äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (1) èç íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ x x( )0 0� çà âðåìÿ T äîïóñòèìûìè óïðàâëåíèÿìè. Â ñèëó òîãî ÷òî

T T� * , f x( ) � 0 ïðè x � 0 è f ( ) ,0 0� èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå 0� 
int ( ).T
×åðåç int A çäåñü è äàëåå îáîçíà÷àåòñÿ âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà A.Ââèäó íå-
ïðåðûâíîñòè ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (1) ìíîæåñòâî 
( )T êîìïàêòíî è íåïðå-
ðûâíî çàâèñèò îò T. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó ñèñòåìà (1) óïðàâëÿåìà â íà÷àëî
êîîðäèíàò, 
( )T åñòü òåëî.

Ââåäåì ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [11] ñîïðÿæåííóþ
ñèñòåìó
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1
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è âûïèøåì ãàìèëüòîíèàí çàäà÷è

H t x t u t u t t f x tj

j

s

j( ( ), ( ), ( )) ( ) ( ( ), ( ( ))) ( (� 
 � �� � � �
�
�

1

t B t u t), ( ) ( )).

Òîãäà äëÿ îïòèìàëüíîñòè óïðàâëåíèÿ u t t T* ( ), [ , ],� 0 è òðàåêòîðèè x t* ( ),

t T� [ , ],0 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé íåíóëåâîé âåêòîð-
ôóíêöèè�*( ),t ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (4) ïðè íåêîòî-

ðîì âïîëíå îïðåäåëåííîì ãðàíè÷íîì óñëîâèè �( ) ,*T c� ÷òî ïî÷òè ïðè âñåõ

t T� [ , ]0 ôóíêöèÿ H t x t u( ( ), ( ), )* *� ïî ïåðåìåííîé u U u uS
j� � � �{ | | | ,R 1

j s�1, }äîñòèãàåò â òî÷êå u u t� * ( ) ìàêñèìóìà, ò. å.

H t x t u t H t x t u
u U

( ( ), ( ), ( )) max ( ( ), ( ), ).* * * * *� ��
�
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó
äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé, èìåþùèõ ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:
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ãäå B tj ( ) – j-é ñòîëáåö ìàòðèöû B t j s( ), , ;�1 �( )t – ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé

ñèñòåìû (4) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì �( )T c� (c n�R – íåêîòîðûé íåíóëåâîé

âåêòîð).
Â ñèëó îäíîðîäíîñòè ñèñòåìû (4) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ãðà-

íè÷íûå óñëîâèÿ�( )T c� ñ åäèíè÷íûìè íîðìàìè c �1,çàìåíèâ (5) ñëåäóþ-
ùèìè âûðàæåíèÿìè:

u t

t B t
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j j

j j j( )
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(6)

ãäå � � 0 – äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.
Ç à ì å ÷ à í è å. Åñëè T T� * , òî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå áóäåò ðåëåé-

íûì. À ýòî â ñèëó (6) è íåïðåðûâíîñòè âûðàæåíèé ( ( ), ( )), , ,� t B t j sj �1 îçíà-

÷àåò, ÷òî � �0. Íî òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå åìó �( )T c� äëÿ (5) èìååò íîðìó
c � �.Ïîýòîìó ïðèT T� * , íî áëèçêèõ êT* , âîçíèêàþò òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå

ñ î÷åíü áîëüøèìè íîðìàìè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû ïðè
èñïîëüçîâàíèè ïðåäñòàâëåíèÿ (5). Ïðåäñòàâëåíèå (6) ïîçâîëÿåò îáîéòè ýòè
òðóäíîñòè.

Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèè� �� ( )t è x x t� ( ) – ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1), (4)
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè �( )0 � c ïðè óïðàâëåíèè u u u t� � ( ), ãäå

u t
t B t

t B t
j sj

j

j

( )
, ( ( ), ( )) ;

, ( ( ), ( )) ,
,�

� � �

�

�
�
�

�
1 1

1 1
1

�

�
, (7)

ïðè ëþáîì t T� [ , ].0 Îáîçíà÷èì ÷åðåç u t c( , , )� óïðàâëåíèå, êîìïîíåíòû
êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò (6) ïðè � �� è äåéñòâèòåëüíîì ÷èñëå � � 0. Òîãäà

èç (6) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ 
 j � 0 ïðè � � �



� �
� �

j
j t T

jc t B t( ) max ( ( ), ( ))
� 1

0
èìååò

ìåñòî òîæäåñòâî u t c t Tj ( , , ) , [ , ].� � �0 0 À ïðè � �� ( ),c ãäå �( )c ��

�
� � �

�
max ( ),

{ , | }j i s
j

i

c
1 0


� âñå êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèè u t c( , , ),� äëÿ êîòîðûõ

ñîîòâåòñòâóþùèå 
 j �0, òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

G c I u t c u t c dtj

j

s
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T
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ïðè ôèêñèðîâàííîì c cn� �R ( ).1 Ôóíêöèÿ G c( , )� íà èíòåðâàëå [ , ( )]0 � c

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ïî � â ñèëó (6). Áîëåå òîãî, åñëè � �1 2� , � �1 2, �
� [ , ( )],0 � c òî G c G c( , ) ( , ).� �1 2� Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ G c( , )� íà [ , ( )]0 � c
ñòðîãî óáûâàåò ïî �. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì c n�R

( )c �1 è ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì � � � �
�
�max

�

 j

j

s

T
1

÷èñëàõ ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííîå ÷èñëî � �* ( ) [ , ( )]c c� 0 òàêîå, ÷òî G c c( , ( )) .*� ��
Ïóñòü �( )� – ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûå ìîæíî ïîïàñòü èç íà÷àëüíîãî

ñîñòîÿíèÿ x x( )0 0� äîïóñòèìûìè óïðàâëåíèÿìè çà âðåìÿ T ñî çíà÷åíèåì

ôóíêöèîíàëà (3), ìåíüøèì èëè ðàâíûì �. Äðóãèìè ñëîâàìè,

�( ) { ( ) | ( , ), ( ) , [ , ], ( ) },� � �
 � � � � � �x T x x T t U t T Iv v v v0

ãäå x T( , )v – ðåøåíèå ñèñòåìû (1) â ìîìåíò âðåìåíè t T� ïðè äîïóñòèìîì
óïðàâëåíèè u � v. Î÷åâèäíî, ÷òî � �( ) ( )� � �1 2 ïðè � � �1 2.

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, íà÷àëî êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà R
n ÿâëÿåòñÿ âíóò-

ðåííåé òî÷êîé îáëàñòè äîñòèæèìîñòè 
( ).T Â ñâîþ î÷åðåäü, îáëàñòü äîñòè-
æèìîñòè 
( )T ñîâïàäàåò ñ �( ).max� Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå åäèíñòâåí-
íîå ÷èñëî � � � � �min min max, ,0 ïðè êîòîðîì 0 ëåæèò íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà
�( ).min� Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à (1)–(3) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ïîèñ-
êà ÷èñëà �min .

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ èòåðàöèîííûé ìåòîä.
Îí îñíîâàí íà ñèìïëåêñíûõ ïîêðûòèÿõ ìíîæåñòâ �( ).� Îïèñàíèå è îáîñíî-
âàíèå ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà òðåáóåò ââåäåíèÿ íåêîòîðûõ ïîíÿòèé.

Ïóñòü z z n n1 1, ... , � � R – òàêèå ðàçëè÷íûå òî÷êè, ÷òî ëèíåéíàÿ âûïóêëàÿ

îáîëî÷êà � � �[ , ... , ]z z n1 1 ýòèõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ òåëîì â R
n. Áóäåì íàçûâàòü

ìíîæåñòâî� n-ìåðíûì ñèìïëåêñîì ñ âåðøèíàìè z z n1 1, ... , .� Äâà n-ìåðíûõ

ñèìïëåêñà �1 1 1� �[ , ... , ]z z n è � 2 1 1� �[ , ... , ]v v n íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè,

åñëè ó íèõ n îáùèõ âåðøèí è èõ ïåðåñå÷åíèå åñòü ( )n �1 -ìåðíûé ñèìïëåêñ.
Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ýòî ïåðåñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ îáùåé ãðàíüþ ìàêñè-
ìàëüíîé ðàçìåðíîñòè.

Ïóñòü � � R
n – êîìïàêòíîå òåëî, � 0

0
1

0

1� �[ , ... , ]z z n åñòü n-ìåðíûé ñèì-

ïëåêñ ñ âåðøèíàìè, ëåæàùèìè íà ãðàíèöå �. Ïî êàæäîé åãî ãðàíè ìàêñè-

ìàëüíîé ðàçìåðíîñòè � j
j j nz z z z j n0

0
1

0

1

0

1

0

1 1 1� � �� � �[ , ... , , , ... , ], , , ñòðîèì

ñìåæíûé åìó ñèìïëåêñ ñ âåðøèíàìè z z z z zj j j n
0
1

0

1

0

1

0

1, ... , , ~ , , ... , ,� � � ó êîòî-

ðîãî «íîâàÿ» âåðøèíà ~z j ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé�,ìàêñèìàëüíî óäàëå-

íà îò ãèïåðïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñòàëüíûå âåðøèíû, è ðàñïîëîæå-
íà ïî ðàçíûå ñòîðîíû c òî÷êîé z j

0
îòíîñèòåëüíî äàííîé ãèïåðïëîñêîñòè. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïîñòðîåííîãî ñèìïëåêñà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
ñóùåñòâóþò òàêîå ÷èñëî d � 0 è òàêîé âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ~c j n� R óêà-

çàííîé ãèïåðïëîñêîñòè, ÷òî

(~ , ) , , , ; (~ , ) ;c z d i n i j c z dj i j j
0 0

1 1� � � � �
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(~ , ~ ) max(~ , ) , ~ .c z c x d zj j

x

j j� � ��
��

�

Íàçîâåì ïîñòðîåííûå ñèìïëåêñû, êîòîðûå ñìåæíû � 0, ñèìïëåêñàìè

ïåðâîãî ñëîÿ, à � 0 áóäåì ñ÷èòàòü ñèìïëåêñîì íóëåâîãî ñëîÿ.
Çàòåì äëÿ êàæäîãî ñèìïëåêñà ïåðâîãî ñëîÿ ñòðîèì ïî åãî ( )n �1 -ìåðíûì

ãðàíÿì, íå ÿâëÿþùèìñÿ îáùèìè ñ ( )n �1 -ìåðíûìè ãðàíÿìè ñèìïëåêñà � 0, ïî

òîé æå ñõåìå ñìåæíûå ñèìïëåêñû, êîòîðûå ñîñòàâÿò âòîðîé ñëîé. ßñíî, ÷òî
âî âòîðîì ñëîå ñîäåðæèòñÿ ðîâíî n n( )�1 ñèìïëåêñîâ. Àíàëîãè÷íî äëÿ êàæ-
äîãî ñèìïëåêñà k-ãî ñëîÿ ( )k � 2 ñòðîÿòñÿ ñìåæíûå åìó ñèìïëåêñû ( )k �1 -ãî
ñëîÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sk îáúåäèíåíèå âñåõ ñèìïëåêñîâ k-ãî ñëîÿ. Ïîíÿòíî,

÷òî â k-ì ñëîå áóäåò n nk � �1 1( ) ñèìïëåêñîâ. Ïî ïîñòðîåíèþ â ñèëó êîìïàêò-

íîñòè� âèäíî, ÷òî co� �
�

�

Sk

k

,
0

� ãäå co�– âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà �.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî � îêàçûâàåòñÿ ïîêðûòûì n-ìåðíûìè ñèìï-
ëåêñàìè ñ âåðøèíàìè íà ãðàíèöå�.(Äàëåå ïîä ïîêðûòèåì n-ìåðíûìè ñèìï-
ëåêñàìè ïîíèìàåì ïîñòðîåííîå ïîêðûòèå.) Èìååò ìåñòî, ñëåäîâàòåëüíî,

Òåîðåìà 1 (î ïîêðûòèè). Âíóòðåííîñòü ëþáîãî êîìïàêòíîãî òåëà � â
R

n ìîæíî ïîêðûòü n-ìåðíûìè ñèìïëåêñàìè ñ âåðøèíàìè íà ãðàíèöå �.
Èç òåîðåìû âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü� – êîìïàêòíîå òåëî â R

n è z 0� int�.Òîãäà â ëþáîì

ïîêðûòèè S S�
�

�

k

k 0

� òåëà � èìååòñÿ òàêîå êîíå÷íîå k 0 0� è òàêîé n-ìåðíûé

ñèìïëåêñ �� Sk0
, ÷òî z 0� �.

Îáëàñòü äîñòèæèìîñòè ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ëèíåéíîñòè
ïî óïðàâëåíèþ ïðàâîé ÷àñòè è òåëåñíîñòè ìíîæåñòâà U ÿâëÿåòñÿ êîìïàêò-
íûì òåëîì â R

n. Ñëåäîâàòåëüíî, ê íåé ïðèìåíèìû òåîðåìà î ïîêðûòèè è åå
ñëåäñòâèå.

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ðåøåíèÿ îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ñèìïëåêñîâ { }� k ñ âåðøèíàìè, ëåæàùèìè íà ãðàíèöå ìíîæåñòâ �( ).�
Ïåðåä åãî ïîëíûì ôîðìàëüíûì îïèñàíèåì äàäèì êðàòêîå îïèñàíèå.

Ïîëàãàåì � ��: .max Íà ïåðâîì ýòàïå ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñìåæíûõ ñèìïëåêñîâ{ },� k � � � �( ) ( ),k k� � 1 ãäå � �( )k – ðàññòîÿíèå îò ñèì-

ïëåêñà � k äî íà÷àëà êîîðäèíàò, ñ âåðøèíàìè íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà 
( )T äî

ìîìåíòà, êîãäà î÷åðåäíîé ïîñòðîåííûé ñèìïëåêñ � k0 áóäåò ñîäåðæàòü 0.
Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íà. Âåð-

øèíû ñèìïëåêñîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è Êîøè
(1) ïðè âïîëíå îïðåäåëåííûõ ðåëåéíûõ óïðàâëåíèÿõ.

Ïóñòü z x T ui i� ( , ) – âåðøèíû ñèìïëåêñà� k0 (çäåñü è äàëåå ÷åðåç x T u( , )

îáîçíà÷àåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1) â ìîìåíò âðåìåíè t T� ïðè âîçäåé-

ñòâèè óïðàâëåíèÿ u); u u t t Ti i� �( ), [ , ],0 – ðåëåéíîå äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå,

ò. å. u t t B tj
i

u U

i
j( ) max( ( ), ( )),�

�
� j s�1, , ãäå�( )t – ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé ñèñòå-
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ìû (4) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì�( ) ~ , , ;0 1 1� � �c i ni � �1
0

1
0, ... , n � – ðåøåíèå ñëå-

äóþùåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

� �i

i

n
i

i

i

n

z
�

�

�

�

� �� �
1

1

1

1

0 1; .
(8)

Òàê êàê 0 0� int� k , òî âñå � i i n0 0 1 1� � �, , .

Âòîðîé ýòàï. Ïîëàãàåì c ci

i

n
i: ~�

�

�

� �0

1

1

è íàõîäèì ðåøåíèå x t( ), �( ),t

t T� [ , ],0 çàäà÷è Êîøè (1), (4) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè �( )0 � c ïðè óïðàâ-
ëåíèè u u t� ( ) (7). Çàòåì ïîëàãàåì c T: ( )�� è íàõîäèì òàêîå ÷èñëî �0 ( ),c
0 0� �� �( ) ( ),c c ïðè êîòîðîì âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

( , ( , ( , , ( )))) .c x T u t c c� 0 0� (9)

Ïóñòü z x T u t c c* ( , ( , , ( ))).� � 0 Åñëè z* ,�  ãäå  �0 – íåîáõîäèìàÿ òî÷-

íîñòü ïîïàäàíèÿ â íà÷àëî êîîðäèíàò, òî ïðîöåññ âû÷èñëåíèé çàêàí÷èâàåòñÿ.
Ïîëó÷åííîå óïðàâëåíèå u t c c t T( , , ( )), [ , ],� 0 0� ïðèáëèæåííî îïòèìàëüíî, à
I u t c c( ( , , ( )))�0 – ïðèáëèæåííî-îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (3).

Åñëè z* ,� òî ñðåäè òî÷åê z i ni, , ,� �1 1 âûáèðàåì n òî÷åê òàêèõ z i1, ...

... , ,z in ïðè êîòîðûõ ñèìïëåêñó �* *[ , ... , , ]� z z zi in1 ïðèíàäëåæèò 0. Òî÷êè

z z zi in1, ... , , * è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïàðàìåòðû (~ , ... , ~ , ~ )c c c ci i in n1 1� � ïåðå-

íóìåðîâûâàþòñÿ ïî ïîðÿäêó. Íàõîäèì ðåøåíèå ( , ... , )� �1
0

1
0
n � ñèñòåìû (8) è

ïåðåõîäèì íà íà÷àëî âòîðîãî ýòàïà.
2. Âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)–(3). Ââåäåì ñëåäó-

þùèå îáîçíà÷åíèÿ:
– c k( ) – k-å ïðèáëèæåíèå îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ

ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (4);
– u u t t Tk k

0 0 0� �( ), [ , ], – äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå âèäà

u t t B t uk

u U
k0 ( ) max( ( ), ( ) ),�

�
arg �

ãäå �k – ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (4) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
�( ) ;( )0 � c k

–� �1 2, – íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöà ëîêàëèçàöèè ðåøåíèÿ�óðàâíåíèÿ

!� �k
kT x T u t c( ), ( , ( , , ))) ;( ) �0 (10)

– k – íîìåð èòåðàöèè.
À ë ã î ð è ò ì.
1. Ïîëàãàåì k c x x pk: , : , : .( )� � � �1 10 0

2. Èíòåãðèðóÿ ñîâìåñòíî ñèñòåìû (1) è (4) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
�( ) ( )0 � c k ïðè óïðàâëåíèè u u k� 0 ïî t îò 0 äî T, íàõîäèì èõ ðåøåíèÿ x T u k( , )0
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è �k T( ) â ìîìåíò âðåìåíè t T� è ïîëàãàåì z x T up k: ( , ),� 0
~ : ,( ) ( )c c cp k k�

k k: .� �1
3. Åñëè p n� è ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

( , ) , , ,c z i pi � � �1 1 (11)

ñîâìåñòíà, òî, íàéäÿ åå ðåøåíèå ~,c ïåðåõîäèì ê øàãó 7.
4. Íàõîäèì ðåøåíèå � � �0

1
0 0� ( , ... , )p ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé:

� �i

i

p
i

i

i

p

z
� �
� �� �

1 1

0 1; .
(12)

Åñëè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà " � �{ : }i i�0 0 ðàâíà 1, òî ïîëàãàåì i i0 :� �"è ïå-

ðåõîäèì ê øàãó 6. Åñëè ìíîæåñòâî " ïóñòî, òî ïåðåõîäèì ê øàãó 8.
5. Íàõîäèì ðåøåíèå # # #* * *( , ... , )� 1 p çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè:

min .

,# #

#
i

i

p

i

i

i

p
iz

�
� � � �

�
1

1 0 1

2

1

2
(13)

(Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷ó (13) ìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ìåòîäà [12].)
Áåðåì ëþáîé èíäåêñ i i ii i0

00 0� � $ �{ : } { : }.*# �
6. Ïîëàãàåì z z c c i i pi i i i: , ~ : ~ , , ;� � � �� �1 1

0 1 p p:� �1 è ïåðåõîäèì ê

øàãó 4.
7. Èíòåãðèðóåì ñîâìåñòíî ñèñòåìû (1), (4) â îáðàòíîì âðåìåíè îò T äî 0 ñ

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè x T z T cp( ) , ( ) ~� �� ïðè óïðàâëåíèè u u p� . Ïîëàãàåì

c p pk( ) : ( ), :� � �� 0 1è ïåðåõîäèì ê øàãó 2.

8. Ïîëàãàåì c c ci

i

n
i

i

i

n
i* : ~ ~ .�

�

�

�

�

� �� �0

1

1
0

1

1

9. Èíòåãðèðóÿ ñîâìåñòíî ñèñòåìû (1) è (4) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
�( ) *0 � c ïðè u u� (7) îò 0 äî T, íàõîäèì ðåøåíèå�( ), [ , ],t t T� 0 ñèñòåìû (4).

Ïîëàãàåì c T c: ( ), : , : ( ).� � �� � � �1 20

10. Ïîëàãàåì � � �: , ( )� �0 5 1 2 è íàõîäèì óïðàâëåíèå u t c t T( , , ), [ , ],� � 0 è

ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó óïðàâëåíèþ ïðàâûé êîíåö òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1),
ò. å. z x T u t c� �� ( , ( , , )).

11. Åñëè z�  � , òî ïðîöåññ âû÷èñëåíèé çàêàí÷èâàåòñÿ. Óïðàâëåíèå

u t c t T( , , ), [ , ],� � 0 ïðèáëèæåííî îïòèìàëüíî, à I u t c( ( , , ))� – ïðèáëèæåííî-
îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (3).

12. Åñëè ( , ) ,c z� �0 òî ïîëàãàåì � �1 : ,� èíà÷å � �2 : .�
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13. Íàõîäèì ðåøåíèå !� �1 1
* *, ... , )n � ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé

� ��i

i

n
i

i

i

n

z z
�

�

�

�

� �� �
1

1

1

1

1; .
( )*12

14. Åñëè � i i n* , , ,� � �0 1 1 òî ïîëàãàåì i
i n

i i

i

0
1 1 0

0: min ,
{ , : }

*

*

�
� � �

arg
�

� � % :�

: ,*�� �i i0 0

0 èíà÷å ïåðåõîäèì ê øàãó 15. Ïîëàãàåì z zi0 : ,� �
~ : ,*c ci0 � � i

0 :�

: *� �� %�i i
0 ( ,i n� �1 1 è i i� 0 ),� %i0

0 : .� Åñëè � i0

0 0� , òî k k: ,� �1 c c j* : ~ ,� ãäå

j
i n

i�
� �

arg max ,
,1 1

0� è ïåðåõîäèì ê øàãó 9. Åñëè �  i0
1 0

* ,� � ãäå  0 0� – çàäàí-

íîå äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî, òî k k: ,� �1 è ïåðåõîäèì ê øàãó 8. Åñëè õîòÿ áû
äëÿ îäíîãî i i n, ,1 1� � � âåëè÷èíà � i

0 ðàâíà íóëþ, ïåðåõîäèì ê øàãó 10. Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàõîäèì ðåøåíèå ~c ñèñòåìû

( , ~ , ( ~)) , , ,c x z x i i i ni� � � � � � � �0 5 1 1 11

ãäå i
i n

i1
1 1

0�
� �

arg min ,
,

� ~x – ïðàâûé êîíåö òðàåêòîðèè ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ

ñèñòåìû (1) (ïðè óïðàâëåíèè u u t t T� � �( ) , [ , ]),0 0 è íîðìèðóåì åãî. Åñëè
(~, ~) ,c x � 0 ìåíÿåì çíàê ó âåêòîðà ~.c Èíòåãðèðóåì ñîâìåñòíî ñèñòåìû (1), (4) â
îáðàòíîì âðåìåíè îò T äî 0 ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè x T z( ) ,� � �( ) ~T c� ïðè

óïðàâëåíèè u u t c� ( , , ).* � Äàëåå ïîëàãàåì k k: ,� �1 c
i

i
j

j

i
i

j
j

c c

c c

*: ,
( ) ~ ~

( ) ~ ~
�

� �

� �

� � �

� � �

0

0

1

1

1

1

0 0

0 0

ãäå j
i n

i�
� �

arg max ,
,1 1

0� è ïåðåõîäèì ê øàãó 9.

15. Åñëè (~, ) ,c z�  � 1 ãäå 1 – çàäàííàÿ àïðèîðè òî÷íîñòü âûïîëíåíèÿ ðà-
âåíñòâà (10), òî ïåðåõîäèì ê øàãó 10.

16. Íàõîäèì òàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî & &, ,0 1� � ÷òî äëÿ êàæäîãî

i n� �1 1, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî &� & �i i
0 1 0� � �( ) .* Äàëåå ïîëàãàåì � i

* :�
: ( ) , , ,*� � � � �&� & �i i i n0 1 1 1 i

i n
i i

i

0
1 1 0

0�
� � �

arg min ,
{ , : }

*

*�

� � z zi0 : ,� �
~ : .*c ci0 � Çà-

òåì íàõîäèì ðåøåíèå ( , ... , )� �1
0

1
0
n � ñèñòåìû óðàâíåíèé (12) è ïåðåõîäèì ê

øàãó 8.
Ñäåëàåì íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ ê àëãîðèòìó.
Îòìåòèì, ÷òî íå òðåáóåòñÿ õðàíèòü âñå ñèìïëåêñû ãåíåðèðóåìîé àëãî-

ðèòìîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìïëåêñîâ. Ñîõðàíÿåòñÿ òîëüêî ïîñëåäíèé ïî-
ñòðîåííûé ñèìïëåêñ, òî÷íåå, åãî âåðøèíû.

ßñíî, ÷òî øàãè 1–7 àëãîðèòìà – ýòî ïåðâûé ýòàï, øàãè 8–16 – âòîðîé ýòàï
(ñì. ðàçä. 1, êðàòêîå îïèñàíèå àëãîðèòìà).

Íà ïåðâîì ýòàïå äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâîé âåðøèíû ñèìïëåêñà òðåáóþòñÿ:
à) çàäàíèå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ �( )T ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (4) (øàã 3);
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á) èíòåãðèðîâàíèå â îáðàòíîì âðåìåíè (øàã 7) ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (4)
âäîëü òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1), ïîëó÷åííîé íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè äëÿ
òîãî, ÷òîáû íàéòè íà÷àëüíîå óñëîâèå c k( ) ;

â) èíòåãðèðîâàíèå ñîâìåñòíî ïðÿìîé (1) è ñîïðÿæåííîé (4) ñèñòåì â ïðÿ-
ìîì âðåìåíè ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì äîïóñòèìîì óïðàâëåíèè uk

0 (øàã 2).

Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ïåðâàÿ èòåðàöèÿ, íà êîòîðîé íà÷àëüíîå óñëîâèå
c k( ) çàäàåòñÿ íà øàãå 1, ïîýòîìó ïóíêòû «à» è «á» íå òðåáóþòñÿ.

Íà âòîðîì ýòàïå äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâîé âåðøèíû ñèìïëåêñà íåîáõîäèìû:
à) çàäàíèå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ �( )0 ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (4) (øàãè 8 è

14);
á) èíòåãðèðîâàíèå ñîâìåñòíî ïðÿìîé (1) è ñîïðÿæåííîé (4) ñèñòåì â ïðÿ-

ìîì âðåìåíè ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì äîïóñòèìîì óïðàâëåíèè u (øàã 9 è (7))
äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (4) �( ), [ , ];t t T� 0

â) ïîèñê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (10) ýêâèâàëåíòåí ìíîãîêðàòíîìó íàõîæäå-
íèþ óïðàâëåíèÿ u t c( , , )� ïðè ðàçëè÷íûõ � è ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó êîíöà
òðàåêòîðèè z� ñèñòåìû (1) (øàã 10) è îñóùåñòâëÿåòñÿ íà øàãàõ 10–15 àëãî-
ðèòìà;

ã) çàìåíà îäíîé èç âåðøèí ñèìïëåêñà òî÷êîé z� (øàãè 14 è 16 àëãî-
ðèòìà).

3. Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà. Ïóñòü � � [ , ... , ]z z p1 –

( )p �1 -ìåðíûé ñèìïëåêñ, ãäå z i p p ni n� � � �R , , , .1 1

Ëåììà 1 [1]. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (11) íåñî-
âìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâìåñòíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé (12).

Ëåììà 2 [1]. Ïóñòü ( , ... , )� �1
0 0

p – ðåøåíèå ñèñòåìû (12), ïðè÷åì � i0

0 0� ,

i p0 1�{ ,... , }. Òîãäà òî÷êè z i0 è 0 ëåæàò â ðàçíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâàõ îòíîñè-

òåëüíî ëþáîé ãèïåðïëîñêîñòè âèäà ( , ) ,c x � �1 ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè z i,

i i i p� �0 1, , .

Ëåììà 3 [1]. Ïóñòü � �( ) ,*� x x * ,�� x zi

i

p
i* * ,�

�
� #

1

#i

i

p

* ,
�
� �

1

1 #i
* ,� 0 è

ïóñòü ( , ... , )� �1
0 0

p – ðåøåíèå ñèñòåìû (12), ïðè÷åì � �i il1

0 0 0, ... , .� Òîãäà ñðåäè

# #i il1

* *, ... , íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî #i , ðàâíîå íóëþ.

Ëåììà 4. Ïóñòü 0� int�, ãäå � � �[ , ... , ]z z n1 1 – n-ìåðíûé ñèìïëåêñ,

z* � �0 ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç R
n. Òîãäà ñðåäè âåðøèí ñèìïëåêñà� íàéäåòñÿ

òàêîé íàáîð z zi in1, ... , äëèíû n, ÷òî 0 1� ��* *[ , ... , , ].z z zi in

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå
öåëîå ÷èñëî j j n, ,1 1� � � ïðè êîòîðîì ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé

� � �i

i i j

n
i

j i

i

n

z z
� �

�

�

�

� �� � �
1

1

1

1

0 1
,

* ;
(14)

èìååò íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå !� �
1 1

( ) ( ), ... , ),j

n

j

� ò. å. �
i

j i n( ) , , .� � �0 1 1
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Ðàññìîòðèì îòäåëüíî äâà ñëó÷àÿ: z*� int� è z* .' int� Ïóñòü z* .� int�
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå ( , ... , )* *� �1 1n � ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé

� �i

i

n
i

i

i

n

z z
�

�

�

�

� �� �
1

1

1

1

1*,

íåîòðèöàòåëüíî. Ïîäñòàâèâ ïðåäñòàâëåíèå òî÷êè z* â (14), áóäåì èìåòü

� � � �
i

j

i i j

n
i

j

j

i i j

n

i

j

j

jz z( )

,

( ) *

,

( ) ( )(
� �

�

� �

�

� �� � �
1

1

1

1

� � �i
i

j

j
jz z* ( ) * *) .� � 0

(15)

Ïóñòü( , ... , )� �1
0

1
0
n � – ðåøåíèå ñèñòåìû (12). Òîãäà èç (15) ïîëó÷èì ðàâåíñòâà

� � � �i i

j

j

j
i

0 � �( ) ( ) * , i j� ,� � �j j

j
j

0 � ( ) * .Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî � � � �
i

j
i j

j
i

( ) ( ) * ,� �0 i j� ,

è � � �
j

j
j j

( ) * .� 0 Âçÿâ j
i n

i i�
� �

arg min ,
,

*

1 1

0� � ïîëó÷èì

� � � � � � � � � �
i

j
i j

j
i i

j
i i i i j

i j( ) ( ) * ( ) * * (( ) , ,� � � � � � �0 0 0 0 j) ,� 0

òàê êàê 0��.Ïðè âûáðàííîì j ñèñòåìà (14) èìååò íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå.
Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé, à èìåííî z* .' int� Òàê êàê 0' int�, ñóùåñò-

âóåò äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ( (, ,0 1� � ïðè êîòîðîì òî÷êà ( ��z* ,� ãäå �� –

ãðàíèöà ñèìïëåêñà �. Äëÿ òî÷êè (z*, êàê ïîêàçàíî âûøå, ñóùåñòâóåò íàáîð

z zi in1, ... , äëèíû n òàêîé, ÷òî 0 1� �� ((
* *[ , ... , , ].z z zi in Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

� �(
* *.� Ñëåäîâàòåëüíî, è â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå ëåììû èìååò ìåñòî.

Ëåììà 4 äîêàçàíà.
Ïóñòü{ }, [ , ... , ],� �k k

k k

nz z� �1 1 – ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìïëåêñîâ, ñãåíå-

ðèðîâàííàÿ àëãîðèòìîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x k
* òî÷êó, ïðèíàäëåæàùóþ ñèìï-

ëåêñó � k, ñ íîðìîé x k k
k* ( ),� �� � � à ÷åðåç yk – òî÷êó ñ ìèíèìàëüíîé íîð-

ìîé íà ãèïåðïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âñå âåðøèíû ñèìïëåêñà � k, êðîìå

âåðøèíû z
k

i0 (èíäåêñ i0 îïðåäåëÿåòñÿ íà øàãå 4 (ñëó÷àé " �1) èëè 5 (ñëó÷àé

" �1) àëãîðèòìà).
Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé k k� 0 áóäåò èìåòü

ìåñòî âêëþ÷åíèå 0 0� int� k . Äàëåå áóäåò óñòàíîâëåíà ñõîäèìîñòü ïî ôóíê-

öèîíàëó ê îïòèìóìó, ò. å. ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà.
Â ñèëó ëåììû 3 è øàãîâ 4 è 5 àëãîðèòìà ïðè ëþáîì k n� �1èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî

� �k k� �1 . (16)

Ïîêàæåì, ÷òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè{ }�k ìîæíî âûäåëèòü ñòðîãî óáû-
âàþùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. ñ íåêîòîðî-
ãî íîìåðà èòåðàöèè k 0 ñîîòíîøåíèå (16) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî äëÿ âñåõ
k k� 0 , ïðè÷åì �k0

0� .
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Ïî ïîñòðîåíèþ ñèìïëåêñà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
(~, ) ,c z dk

i
k� � i n�1, , è (~, ) ,c z

k

n

�
� �

1

1 0 ãäå dk � 0 – íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå

÷èñëî. Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèé òî÷åê x k0

* è yk ñëåäóåò, ÷òî x yk k0

* � �

� � �x yk k0 1
* . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà x yk k0

2 2* � �

� �x yk k0

2
* . Íî òîãäà y yk k� � 1 , êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{|| ||}yk îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷èñëîì x k0

* . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñìåæíûõ ñèì-

ïëåêñîâ{ },� k êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü{|| ||},yk âõîäèò åñ-

òåñòâåííûì îáðàçîì â ïîêðûòèå îáëàñòè äîñòèæèìîñòè 
( )T n-ìåðíûìè
ñìåæíûìè ñèìïëåêñàìè. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ T T� * , ïîýòîìó 0� 
int ( )T è â
ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 íà íåêîòîðîé êîíå÷íîé èòåðàöèè k k1 0� âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî

( , ) ( , ).* * *x z x xk k

n
k k0 1 0 0

1� � (17)

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå ) )x zk k

n

0 1
1 1

2
* ( ) .� � � Ìèíèìóì ïî ) ýòî âûðàæå-

íèå äîñòèãàåò ïðè

) )� �
� �

� �

�

� �

*

*

* *

( , )

( , )

z z x

z x z x

k

n

k

n
k

k

n
k k

n
k

1 1 0

1 0 1 0

1 1

1 1
.

Îòñþäà

)*

* * *
( , ) ( , )

(
�

� � �

�

� � �

�

z z x x z x

z

k

n

k

n
k k k

n
k

k

n

1 1 0 0 1 0

1

1 1 1

1
x z xk k

n
k0 1 0

1
1

* *
, )

� �
�

â ñèëó íåðàâåíñòâà (17). Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî

x x zk k k k

n
k0 0 0 1 1

1 1* * * *( ) ,� � � � ��� ) ) �

ãäå ) )* *max( , ).� 0 Ïðîòèâîðå÷èå c ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî ïðè k k� 1 âûðàæå-

íèå (16) ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì.
Èòàê, èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }�k ìîæíî âûäåëèòü ñòðîãî óáûâàþùóþ

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü { },�k j
êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà ñíèçó íóëåì. Ñîãëàñíî

ñëåäñòâèþ 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }�k è { }�k j
êîíå÷íû è èõ îáùèé ïîñëåä-

íèé ýëåìåíò ðàâåí íóëþ.
Ïóñòü "k ii� �{ : },�0 0 ãäå ( , ... , )� �1

0
1

0
n � – ðåøåíèå ñèñòåìû (12) ïðè

z z i ni
k
i� � �, , .1 1 Êàê ïîêàçàíî âûøå, íàéäåòñÿ òàêîå k 0 1� , ÷òî �k0

�

� �� �( ) .k0 0 Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 0 0�� k . Ïîýòîìó "k0
0� * è "k � *0 ïðè k k� 0.

Â ñèëó øàãîâ 8–16 àëãîðèòìà ïðè ëþáîì k k� 0 èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå
0�� k. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî "k � *0 ïðè ëþáîì k k� 0.

Ïóñòü k k� 0 ôèêñèðîâàíî. Íà k-é èòåðàöèè ïðè ïîèñêå ðåøåíèÿ�k óðàâ-
íåíèÿ (10) ìåòîäîì äèõîòîìèè âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
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1) z k
� �� ïðè íåêîòîðîé î÷åðåäíîé àïïðîêñèìàöèè � ðåøåíèÿ �k ;

2) z
k

k
� �� .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 1. Ïî ëåììå 4 ñðåäè âåðøèí ñèìïëåêñà � k íàéäåòñÿ

òàêîé íàáîð âåðøèí z z z zk k

i

k

i

k

n1 1 1 10 0, ... , , , ... , ,� � � ÷òî 0 1 1 10� �� �� k
k k

iz z[ , ... , ,

z z z
k

i

k

n0 1 1� �, ... , , ],� ãäå i i k0 0� ( ) – èíäåêñ, îïðåäåëÿåìûé íà øàãå 14 àëãîðèò-

ìà. Ïî ïîñòðîåíèþ èìååì � �k k� �1 , ïîýòîìó � �k k� $ �1 � k � 1.

Â ñëó÷àå 2 (àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1) ñðåäè âåðøèí ñèìïëåêñà � k íàéäåòñÿ

òàêîé íàáîð âåðøèí z z z zk k

i

k

i

k

n1 1 1 10 0, ... , , , ... , ,� � � ÷òî 0 1 1 10� �� �� k
k k

iz z[ , ... , ,

z z z
k

i

k

n

k

0 1 1� �, ... , , ],� ãäå i i k0 0� ( )– èíäåêñ, îïðåäåëÿåìûé íà øàãå 16 àëãîðèò-

ìà. Òàê êàê z
k

k
� �' , ïåðåñå÷åíèå � � �k k k� �$ �1 1 è � k � 1 ñîäåðæèò âíóò-

ðè íà÷àëî êîîðäèíàò.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé êîíå÷íûé íîìåð k k1 0� , ÷òî

i i k0 0� ( ) íå çàâèñèò îò íîìåðà èòåðàöèè k ïðè k k� 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ~ck
i

ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû ~, , ,c i ni � �1 1 íà k-é èòåðàöèè. Òîãäà î÷åâèäíî,

÷òî z zk
i

k
i�

1
, ~ ~ , , , ,c c i n i ik

i
k
i� � � �
1

1 1 0 äëÿ ëþáîãî k k� 1.

Ïóñòü � � �0 0

1

0, , ,( , ... , )k

i

k

n

k� � è � � �*, *, *,( , ... , )k

i

k

n

k� � 1
– ðåøåíèÿ ñèñòåì ëè-

íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (12) è ( )*12 ñîîòâåòñòâåííî ïðè z zi
k
i� ,

i n� �1 1, .Ïîêàæåì, ÷òî�
i

k

0

10 0, .� Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å.�
i

k

0

10 0, .� Òîãäà

ïðè ëþáîì � � �, ( ),0 � � c çà èñêëþ÷åíèåì òàêîãî � �� +, ïðè êîòîðîì

z zj � +� , ãäå j
i n

i�
� �

arg max
,1 1

0� (ñì. øàã 14 àëãîðèòìà), âåêòîð �*, k èìååò ïî

ìåíüøåé ìåðå îäíó îòðèöàòåëüíóþ êîìïîíåíòó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
íà ( )k1 1� -é èòåðàöèè ìû ïîïàäàåì íà øàã 16 àëãîðèòìà. Òàê êàê z zk

i
k
i

1 11� � ,

i n� �1 1, , i i� 0 , è �
i

k

0

10 0, ,� òî è �
i

k

0

10 1 0, .� � Íî òîãäà& �1è�
i

k*, 1 ñòàíóò ðàâíûìè

�
i

k0 1, , i n� �1 1, . Îòñþäà, â ñèëó òîãî ÷òî �
i

k

0

10 1 0, ,� � ïîëó÷èì i k i0 1 01( )� � �

� i k0 1( ). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî ïðè k k� 1 âåëè÷èíà
i i k0 0� ( )íå çàâèñèò îò k.Ñëåäîâàòåëüíî, �

i

k

0

10 0, .� Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âåëè-

÷èíà �
i

k

0

0 0, � äëÿ ëþáîãî k k� 1 , äëÿ êîòîðîãî íàéäåòñÿ òàêîå� �� ( ),k ÷òî ñèñ-

òåìà( )*12 èìååò íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå �*, ò. å. � i i n* , , .� � �0 1 1 Ïîñêîëü-

êó �
i

k

0

0 0, ,� òî âåëè÷èíà % � ��
i

k

i

k

0 0

0, *, òàêæå ïîëîæèòåëüíà. Ïîýòîìó (ñì. øàã

14 àëãîðèòìà) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

� � %� �
i

k

i

k

i

k

i

k0 1 0 0, , *, ,� � � � (18)

ïðè i i n i i, , .1 1 0� � � � Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

� � �
i

k

i

k

i i i

n

i

k

i i i

n

0

0 0

0 1 0 1

1

1
0

1

1

1 1, ,

,

,

,

� �

� �

�

� �

�

� � � �� � � �
i

k

0

0, .
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Âåëè÷èíà �
i

k

0
1*, � ïî êðàéíåé ìåðå ïðè îäíîì i i i n� � � �0 1 1, , ïîýòîìó íåðà-

âåíñòâî (18) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì. Íî òîãäà � �
i

k

i

k

0 0

0 0 1, , .� �

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { },�
i

k

0

0 ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ è îãðàíè÷åíà ñâåðõó

åäèíèöåé, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim .,

k
i

k
i

,�
�� �

0 0

0 0 Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùå-

ñòâóþò ïðåäåëû lim , , , ,,

k
i

k
i i n i i

,�
� � � �� �0 0

01 1 è lim , , .*, *

k
i

k
i i n

,�
� � �� � 1 1

Äàëåå ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

� � � % � �i
k

i

k

k
i

k
k i

k
i

k

0 0 1 0 0� � � � �
,�

�

,� ,�
lim lim ( ) lim, , *, % �k

k
i

klim *,

,�
�

� � � � � �� % �i i i n i i0
01 1* * , , ,

ãäå % � �k i

k

i

k�
0 0

0, *, , % %* lim .�
,�k

k

Âåëè÷èíà �
i

k

0

0 0, � äëÿ ëþáîãî k k� 1 , ïîýòîìó %* � 0 è � i i i* , ,� �0 0

1 1� � �i n . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî � i0
1* .� Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå êî-

íå÷íîå k k� ( ), 0 ïðè êîòîðîì �   
i

k

0

00
01, ( ) .� �

Ïîêàæåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òàêîãî i i n2 21 1, ,� � � äëÿ êîòîðîãî �
i

k

2

0 0, �

ïðè âñåõ k k� ( ). 0 Ëåãêî âèäåòü, ÷òî i i2 0� , òàê êàê �
i

k

0

0 0, � äëÿ ëþáîãî k k� 1.

Â äàííîì ñëó÷àå àëãîðèòì íà k( ) 0 -é èòåðàöèè ïðîäîëæèò ïîèñê ðåøåíèÿ
�  k ( )0

óðàâíåíèÿ (10) (ñì. øàã 14). Ïîëó÷åííàÿ òî÷êà z
k�  ( )0

òàêîâà, ÷òî ðå-

øåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ( )*12 ïðè � �  � k ( )0

èìååò ïî ìåíüøåé ìåðå îäíó îòðèöàòåëüíóþ êîìïîíåíòó. Ïîñêîëüêó òî÷êè

z
k

i

1

2 è z
k�  ( )0

ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè, ïðîõî-

äÿùåé ÷åðåç òî÷êè z i n i ik
i

( ) , , , 0
1 1 2� � � � âåëè÷èíà�  

i

k

2

0 0*, ( ) � (ñì. ëåììó 2).

Îòñþäà, â ñèëó ðàâåíñòâà �  
i

k

2

00 0, ( ) ,� ïîëó÷àåì íà øàãå 16 àëãîðèòìà & �1.

Ïîýòîìó òî÷êà z
k

i

( ) 0

0 áóäåò çàìåíåíà òî÷êîé z
k�  ( )

.
0

Íà ( ( ) )k  0 1� -é èòåðàöèè

ðåøåíèå �  0 10, ( )k � ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (12) áóäåò
òàêîâî, ÷òî �  

i

k

2

00 1 0, ( ) .� � Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî íóëåâûõ êîìïîíåíò â ðåøå-

íèè ñèñòåìû (12) íà ( ( ) )k  0 1� -é èòåðàöèè óìåíüøèëîñü ïî êðàéíåé ìåðå íà
åäèíèöó ïî ñðàâíåíèþ ñ k( ) 0 -é èòåðàöèåé. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó ïî ïðåäïî-
ëîæåíèþ i k0 ( ) ïîñòîÿííà ïðè k k� 1 , âåëè÷èíà �

i

k

0

0 0, .�

Òàê êàê ÷èñëî íóëåâûõ êîìïîíåíò ðåøåíèÿ ñèñòåìû (12) óáûâàåò, òî íàé-
äåòñÿ òàêîé íîìåð k k2 0� ( ), ïðè êîòîðîì âñå êîìïîíåíòû ýòîãî ðåøåíèÿ áó-
äóò ïîëîæèòåëüíû, ÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.

Ïóñòü �  
i

k i n0 0 0 1 1, ( ) , , ,� � � òîãäà íà ( ( ) )k  0 1� -é èòåðàöèè âåëè÷èíà

% � �
�

  

 

� �
� �

� �

�

arg min
{ : }

, ( ) *, ( )

*, ( )
i i

i

k

i

k

i
k 0 1

0 0

0

0 1 1 0,
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à �   
i

k*, ( ) .0 1
01� � � Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè k k� ( ) 0 èìååò ìåñòî ñòðîãîå âêëþ-

÷åíèå

� �k k� �1 . (19)

Äàëåå íà øàãå 14 íàõîäèì âåêòîð c*, êîòîðûé ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò âåê-

òîðà ~ ,
( )

c
k

i

 0

0

1� ïîëó÷åííîãî íà k( ) 0 -é èòåðàöèè íà øàãå 8. Ïðè k k� �( ) 0 2

ëèáî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî �  
i

k*, ,� �1 0 ëèáî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê

øàãó 16.

Ïóñòü ïðè k k� �( ) 0 2ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî �  
i

k*, .� �1 0 Ïðåäïîëî-

æèâ îáðàòíîå, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî òî÷êà z
k�  ( )0 2�

ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé

z
k

i

( ) 0

0

1� ñèìïëåêñà �  k ( ) ,0 1� à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî âåêòîð c* ñóùåñò-

âåííî îòëè÷àåòñÿ îò ~ .
( )

c
k

i

 0

0

1� Ïîýòîìó, ïîñêîëüêó âñå �  
i

k0 20 0, ( ) ,� � i n� �1 1, ,

ïðè k k� �( ) 0 1 èìååò ìåñòî ñòðîãîå âêëþ÷åíèå (19).
Ïåðåõîä ê øàãó 16 àëãîðèòìà âîçìîæåí òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè ïîèñêå

ìåòîäîì äèõîòîìèè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (10) ñ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ âñå âû-
áèðàåìûå çíà÷åíèÿ � èç èíòåðâàëà [ , ( )]*0 � c òàêîâû, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû

( )*12 èìååò ïî ìåíüøåé ìåðå îäíó îòðèöàòåëüíóþ êîìïîíåíòó. Âåëè÷èíà

& &k � , îïðåäåëÿåìàÿ íà ýòîì øàãå, ïîëîæèòåëüíà è ñòðîãî ìåíüøå åäèíèöû,

ïîñêîëüêó �
i

k i n0 0 1 1, , , ,� � � ïðè k k� ( ). 0 Íî òîãäà & � & �k i

k
k i

k

0 0

0 1 0, *,( )� � �

ïî îïðåäåëåíèþ âåëè÷èíû i0 è òîãî, ÷òî i i k0 0� ( ) íå çàâèñèò îò íîìåðà èòå-

ðàöèè k ïî ïðåäïîëîæåíèþ. Ïóñòü lk
i n

k i

k
k i

k� � �
� � �

arg min ( ) }., *,

1 1

0 1-& � & � Â

ñèëó îïðåäåëåíèÿ òî÷êè z
k� è òîãî, ÷òî ñèìïëåêñ � �

k
k k

iz z z
k

� ��1 1 10[ , ... , , ,

z z
k

i n0 1 1� �, ... , ] ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà R
n âíóòðè ïî ïî-

ñòðîåíèþ, ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà ( , )c zk k

lk �0 è ( , )c zk k

i0 0� ëèáî íåðàâåí-

ñòâà ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà ( , )c zk k

lk � 0 è ( , ) ,c zk k

i0 0� ãäå c ck � (ñì. øàã 9

àëãîðèòìà). Ïîýòîìó íà ( )k �1 -é èòåðàöèè ðåøåíèå�0 1, k � ñèñòåìû (12) òàêî-

âî, ÷òî � �
i

k

i

k

0 0

0 1 0, , .� �

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà êàæäîé èòåðàöèè k k� �( ) 0 2 ïðîèñõîäèò ïåðåõîä
ê øàãó 16 àëãîðèòìà. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { },�

i

k

0

0 èìååò ïðåäåë. Ïóñòü

lim ., ,

k
i

k

i

k

,�
�� �

0 0

0 0 Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóþò è ïðåäåëû lim ,, ,

k
i

k

i

k

,�
�� �0 0 i i� 0 ,

1 1� � �i n . Âçÿâ íà øàãå 8 â êà÷åñòâå c* âåêòîð � �i

i

n
i

i

i

n
ic c0

1

1
0

1

1

�

�

�

�

� �~ ~ , ïîëó-

÷èì òî÷êó z
k� , êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ i0-é âåðøèíîé ïðåäåëüíîãî ñèìïëåêñà.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà ( )*12 èìååò íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå. Ïðîòè-

âîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì î òîì, ÷òî íà êàæäîé èòåðàöèè k k� �( ) 0 2 ïðî-
èñõîäèò ïåðåõîä ê øàãó 16 àëãîðèòìà. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêîé êîíå÷-
íûé íîìåð k k k� � �2 0 2( ) , ïðè êîòîðîì ñèñòåìà ( )*12 áóäåò èìåòü íåîòðè-

öàòåëüíîå ðåøåíèå. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ñòðîãîå âêëþ÷åíèå (19).
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Â ñèëó (19) íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òàêèõ íîìåðîâ k k+ � 1 è

++ � +k k , ÷òî � �k k+ ++. . Îòñþäà è ââèäó òîãî, ÷òî0�� k ïðè âñåõ k k� 0 , ñëåäóåò

ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìïëåêñîâ{ }.� k Åå «òî÷êîé ñãóùåíèÿ» ÿâ-

ëÿåòñÿ íåêîòîðûé ïðåäåëüíûé ñèìïëåêñ �*
* *

[ , ... , ],� �z z n1 1 âåðøèíà z i

*
0

êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà R
n. Ïîýòîìó íàéäåò-

ñÿ òàêîé êîíå÷íûé íîìåð k k3 1� , ïðè êîòîðîì z
k

i

3

0 �  .

Ïóñòü I I uk
i n

i k�
� � �
max ( ),,

1 1
ãäå u i k, – óïðàâëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå i-é

âåðøèíå ñèìïëåêñà � k. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë { }Ik ñõîäèòñÿ ê âïîëíå

îïðåäåëåííîìó ïðåäåëó, ïîñêîëüêó ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü{ }.� k Êîã-

äà âûïîëíåíî (19), òî I Ik k� � 1 , òàê êàê z k
� �� int . Áîëåå òîãî,{ }Ik îãðàíè÷å-

íà ñíèçó íóëåì. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà èìååò åäèíñòâåííûé ïðåäåë, ñîâïàäàþ-
ùèé ñ �min .

Òàêèì îáðàçîì, ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà, â ñëó÷àå êîãäà i i k0 0� ( ) íå çàâè-
ñèò îò k , äîêàçàíà. Àíàëîãè÷íî ñ íåêîòîðûìè óïðîùåíèÿìè äîêàçûâàåòñÿ
ñõîäèìîñòü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà i i k0 0� ( ) çàâèñèò îò k. Ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà
äîêàçàíà.

Èç äîêàçàòåëüñòâà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü
Òåîðåìû 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïðàâëåíèé, ãåíåðèðóåìàÿ âûøåïðåä-

ëîæåííûì àëãîðèòìîì, ïðè ëþáîì  �0 ñõîäèòñÿ ê  -îïòèìàëüíîìó ðåøå-
íèþ çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé.

Ïîä  -îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì ïîíèìàåòñÿ ñóáîïòèìàëüíîå óïðàâëå-
íèå, ïåðåâîäÿùåå ñèñòåìó (1) â  -îêðåñòíîñòü íà÷àëà êîîðäèíàò ñî çíà÷åíè-
åì ôóíêöèîíàëà (3), îòëè÷àþùèìñÿ îò îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ íà âåëè÷èíó,
íå ïðåâîñõîäÿùóþ  .

4. ×èñëåííîå ðåøåíèå êîíêðåòíûõ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè ðàñõîäà ðå-
ñóðñîâ. Â ýòîì ðàçäåëå ïðîèëëþñòðèðîâàí õîä ðåøåíèÿ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè
ðàñõîäà ðåñóðñîâ. Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïðÿìîé è ñîïðÿæåííîé ñèñòåì ïðè-
ìåíÿëñÿ ìåòîä Ðóíãå – Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûì øàãîì èíòåã-
ðèðîâàíèÿ h h� �0 0 01, . Çà êðèòåðèè îñòàíîâà âçÿòû ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

z n � �1  è z j n
j

n
j

� � �1 1 , , .

Ï ð è ì å ð 1 [13]. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

� , � , � , � ,

( ) ( , , , );

x x x u x x x x u

x x

1 2 2 3 4 4 3

20 4 0 0 6

� � � � � �

� � �/ ( ) ( , , , );

; ( ) ( ) min,

T

u u u d

T

�

� � ,

0

1

�
��

2

�
�
�	

0 0 0 0

1

0

F & &

(20)

ãäå T ôèêñèðîâàíî, T T� 3* 9,42478 ( *T – âðåìÿ îïòèìàëüíîãî ïî áûñòðîäåé-
ñòâèþ ïåðåâîäà ëèíåéíîé ñèñòåìû â íà÷àëî êîîðäèíàò).

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à (20) èíòåðåñíà åùå òåì, ÷òî ìàòðèöà óïðàâëÿåìîé
ñèñòåìû èìååò êîìïëåêñíûå êîðíè, ïîýòîìó ÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèé îïòè-
ìàëüíîãî ( -îïòèìàëüíîãî) óïðàâëåíèÿ çàâèñèò íå òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè
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ñèñòåìû, íî è îò âðåìåíè îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ T. Êàê ïîêàçàëè
ðàñ÷åòû (ñì. äàëåå), ÷èñëî òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèé ïðèT � 9,6 ðàâíî øåñòè, ïðè
T � 12,0 – âîñüìè, à ïðè T � 15,0 – äåñÿòè.

Çíà÷åíèÿ âåëè÷èí  è  j j n, , ,�1 âûáðàíû ðàâíûìè10 8� è 10 4� . Òî÷êè ïå-

ðåêëþ÷åíèÿ óòî÷íÿëèñü äî  .Çàäà÷à (20) áûëà ðåøåíà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷å-
íèÿõT: 9,6; 12,0; 15,0 àëãîðèòìîì èç [1] (òàáë. 1, 2) è ìåòîäîì, ïðåäëîæåííûì
â ðàçä. 2 (òàáë. 3, 4). Õîä ðåøåíèÿ îòðàæåí òîëüêî äëÿ âðåìåíè T � 9,6, ïî-
ñêîëüêó äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé T òàáëèöû î÷åíü ãðîìîçäêè. Ïîýòîìó ïðèâîäÿò-
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Ò à á ë è ö à 1

k u( )0 t1 t2 t3 t4 t5 t6 I k zn � 1

1 1 8,37970 – – – – – 9,6 42,9355

3 –1 4,18985 – – – – – 9,6 19,8460

4 1 0,46985 3,12055 6,53680 – – – 9,6 10,4061

5 1 1,57068 4,94617 7,81895 – – – 9,6 2,51253

9 1 1,09744 4,33142 8,46397 – – – 9,6 2,48715

11 1 1,60179 4,42626 8,112617 – – – 9,59483 4,30868

19 1 1,44272 1,55652 4,53461 4,64262 7,90138 8,01670 9,26286 0,485528

27 1 1,42007 1,65538 4,56997 4,79722 7,81399 8,05000 8,90143 0,137838

53 1 1,33067 1,75013 4,47061 4,87531 7,72825 8,14943 8,35465 0,137379

61 1 1,33981 1,77840 4,49363 4,92378 7,68391 8,12281 8,29235 0,135412

81 1 1,29361 1,75933 4,44226 4,88879 7,71092 8,17902 8,21965 0,0266648

99 1 1,29347 1,76358 4,43952 4,89191 7,69914 8,17131 8,20532 0,0207973

125 1 1,29210 1,76509 4,43494 4,89041 7,69586 8,17096 8,19644 0,0102722

157 1 1,29285 1,76649 4,43708 4,89309 7,69707 8,17279 8,19451 0,00102945

237 1 1,29232 1,76610 4,43676 4,89276 7,69761 8,17351 8,19433 0,000398825

267 1 1,29229 1,76607 4,43676 4,89274 7,69762 8,17352 8,19433 6,43788 4 �10 5

Ò à á ë è ö à 2

T nit x T( ) I nit
u( )0

12,0 137 6,05548 4 �10 5 7,11958 1

15,0 111 1,77038 4 �10 5 6,67377 1

t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t 8 t 9 t10

0,979536 2,20602 4,03819 5,24698 7,31087 8,54161 10,2692 11,4836 – –

0,856190 2,47243 3,80402 5,50589 6,96577 8,57138 10,2736 12,0096 13,0304 14,6969



ñÿ òîëüêî -îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ, çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà (3) è ÷èñëî èòå-
ðàöèé, ïîòðåáîâàâøèõñÿ äëÿ èõ ïîèñêà. Èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷å-
íèÿ: k – íîìåð èòåðàöèè; u( )0 – çíà÷åíèå óïðàâëåíèÿ íà ïåðâîì èíòåðâàëå
[ , ];0 1t ti �i-ÿ òî÷êà ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ; Ik – çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà k-é
èòåðàöèè; nit – ÷èñëî èòåðàöèé, ïîòðåáîâàâøèõñÿ äëÿ ïîèñêà  -îïòèìàëüíî-
ãî ðåøåíèÿ.

Êàê âèäíî èç ñðàâíåíèÿ òàáë. 1 è 3, ïðåäëîæåííûé â äàííîé ðàáîòå ÷èñ-
ëåííûé ìåòîä ýôôåêòèâíåå ìåòîäà [1]. Ðåøåíèå çàäà÷è (20) ïðèT � 9,6 ïîëó-
÷åíî çà 60 èòåðàöèé, ÷òî ìåíüøå íà 207 èòåðàöèé.

Ñðàâíåíèå òàáë. 2 è 4 òàêæå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ïðåäëî-
æåííûé ìåòîä ýôôåêòèâíåå ìåòîäà [1], òàê êàê åìó ïîòðåáîâàëîñü äëÿ íà-
õîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (20) ïðè T � 12,0 íà 66 èòåðàöèé ìåíüøå, à ïðè
T � 15,0 íà 41 èòåðàöèþ.

5 Àâòîìåòðèÿ ¹ 2, òîì 42, 2006 ã. 65

Ò à á ë è ö à 4

T nit x T( ) I nit
u( )0

12,0 71 8,06427 4 �10 5 7,11958 1

15,0 70 0,000127704 6,67376 1

t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t 8 t 9 t10

0,979538 2,20602 4,03817 5,24698 7,31086 8,54157 10,2692 11,4836 – –

0,856193 2,47247 3,80403 5,50593 6,96574 8,57141 10,2736 12,0096 13,0305 14,6969

Ò à á ë è ö à 3

k u( )0 t1 t2 t3 t4 t5 t6 I k zn � 1

1 1 8,37970 – – – – – 9,6 42,9355

3 –1 4,18985 – – – – – 9,6 19,8460

4 1 0,46985 3,12055 6,53680 – – – 9,6 10,4061

5 1 1,57068 4,94617 7,81895 – – – 9,6 2,51253

9 1 1,09744 4,33142 8,46397 – – – 9,6 2,48715

12 1 1,26204 4,40725 4,93109 7,64721 8,18977 – 7,99272 0,0896215

19 1 1,29398 1,76779 4,43766 4,89481 7,69155 8,16722 8,19337 0,0152331

35 1 1,29427 1,76550 4,43801 4,89195 7,69698 8,17023 8,20159 0,0053512

40 1 1,29243 1,75623 4,43675 4,89285 7,79733 8,17322 8,19421 0,00107206

46 1 1,29236 1,76618 4,43673 4,89283 7,69742 8,17334 8,19417 0,000698864

50 1 1,29236 1,76618 4,43673 4,89283 7,69742 8,17334 8,19417 0,000697692

57 1 1,29232 1,76606 4,43673 4,89272 7,69763 8,17348 8,19441 0,000438871

60 1 1,29228 1,76605 4,43673 4,89274 7,69763 8,17351 8,19432 6,59209 4 �10 5



Ï ð è ì å ð 2 [14]. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óñïîêîåíèÿ çà ôèêñèðîâàí-
íîå âðåìÿ T � 25,0 ñ ìèíèìàëüíûì ðàñõîäîì òîïëèâà êîëåáàòåëüíîé äâóõ-
ìàññîâîé ñèñòåìû. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñèñòåìû èìååò âèä

u t dt x x x x x x x u x x

T

0

1 2 2 4 3 1 2 4 10 1	 , � � � � � � �( ) min, � , � , � , � , �1 02 2, ,x

(21)

x x T u t t T( ) ( , , , ), ( ) ( , , , ), ( ) , [ , ],0 0 0 2 1 0 0 0 0 0 1 0� � � � �

ãäå x x t1 1� ( ) – îòêëîíåíèå îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïåðâîé ìàññû; x 2 �
� x t2 ( ) – îòêëîíåíèå îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ âòîðîé ìàññû; x dx dt3 1� ;
x dx dt4 2� ; u u t� ( ) – ñåêóíäíûé ðàñõîä òîïëèâà.

Çàäà÷à (21) áûëà ðåøåíà â [14] ìåòîäîì ñ ýëåìåíòàðíîé çàìåíîé îïîðû.
Ïîëó÷åííîå ïðèáëèæåíèå îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èìååò ÷åòûðå òî÷êè ïå-
ðåêëþ÷åíèÿ è çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà, ðàâíîå 6,330938. Îäíàêî, êàê ïîêàçàëè
ðàñ÷åòû, ïðîâåäåííûå ïðåäëàãàåìûì ìåòîäîì,  -îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå
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Ò à á ë è ö à 5

k t1 t2 t3 t4 t5 t6

1 2,56437 5,88214 9,21461 12,7763 18,0044 21,5193

9 0,0846254 1,13260 3,27916 6,43908 9,60304 12,7675

11 1,13977 6,59528 9,90153 13,1555 16,4252 19,8770

22 2,93227 6,03428 9,68627 12,7197 16,4287 19,6697

32 3,21466 5,73470 9,79521 12,5062 16,9178 19,1473

50 3,25572 5,45953 9,92961 12,4124 17,5237 19,1213

60 3,25766 5,45348 9,93302 12,4114 17,5260 19,1214

70 3,25761 5,45227 9,93348 12,4113 17,5260 19,1222

78 3,25762 5,45220 9,93351 12,4113 17,5260 19,1222

t7 t8 t 9 t10 I k z p

24,8466 – – – 25 2,01588

15,9312 19,0892 20,8231 22,2804 25 2,67968

– – – – 22,7961 0,897896

– – – – 9,37651 0,446768

– – – – 7,46053 0,229872

– – – – 6,28416 0,0065479

– – – – 6,26967 0,00149599

– – – – 6,26872 7,05282 4 �10 5

– – – – 6,26860 8,29345 4 �10 6



èìååò øåñòü òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ è çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà, ðàâíîå 6,2686.
Õîä ðåøåíèÿ çàäà÷è (21) îòðàæåí â òàáë. 5. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå óïðàâëåíèÿ
íà âñåõ èòåðàöèÿõ u( ) .0 0�

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â [14] ïîëó÷åí ëîêàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà.
Çàêëþ÷åíèå. Ìåòîä ñèìïëåêñíîãî ïîêðûòèÿ âíóòðåííîñòåé òåë â n-ìåð-

íîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîñëóæèë îñíîâîé äëÿ ñîçäàíèÿ ÷èñëåííîãî
ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè ðàñõîäà ðåñóðñîâ äëÿ ñèñòåì ñ ðàçäåëåí-
íîé ïî ñîñòîÿíèþ è óïðàâëåíèþ ïðàâîé ÷àñòüþ. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä îáëà-
äàåò ÷èñëåííîé óñòîé÷èâîñòüþ è ãëîáàëüíîé ñõîäèìîñòüþ. Äàæå äëÿ ëèíåé-
íûõ ñèñòåì îí îêàçàëñÿ íàìíîãî ýôôåêòèâíåå ðàíåå ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà
ðåøåíèÿ ñîáñòâåííî ëèíåéíûõ çàäà÷ [1]. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ìîæíî ìîäè-
ôèöèðîâàòü è äëÿ ðåøåíèÿ áîëåå îáùèõ íåëèíåéíûõ çàäà÷.
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