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Ïðåäñòàâëåí íîâûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ âíóòðåííåé ñòðóêòóðû òðåõìåðíîãî
òåëà ïî èçâåñòíûì èçîáðàæåíèÿì ñå÷åíèé ýòîãî òåëà, çàäàííûì â âèäå ôîòî-
ãðàôèé èëè òîìîãðàìì, êîòîðûå ïîñòóïàþò èç êîìïüþòåðíîãî òîìîãðàôà. Ñå-
÷åíèÿ òðåõìåðíîãî òåëà ñòðîÿòñÿ â ñèñòåìå òðåõ ãðóïï ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñ-
êîñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ íå îáÿçàòåëüíî ïàðàëëåëüíà êîîðäèíàòíûì îñÿì, ñ
ïîìîùüþ îïåðàòîðà èíòåðôëåòàöèè.

Ââåäåíèå. Â ïîñëåäíåé ÷åòâåðòè 20-ãî ñòîëåòèÿ ïðè ïðîâåäåíèè íàó÷-
íûõ èññëåäîâàíèé â ðàçíûõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè, â ÷àñòíîñòè â ìåäèöè-
íå, à òàêæå ïðè íåðàçðóøàþùåì êîíòðîëå òðåõìåðíûõ îáúåêòîâ íàøëè øè-
ðîêîå ïðèìåíåíèå êîìïüþòåðíûå òîìîãðàôû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò âîññòàíî-
âèòü âíóòðåííþþ ñòðóêòóðó òåëà, íå ðàçðåçàÿ åãî [1]. Â îòëè÷èå îò êëàññè-
÷åñêèõ ìåòîäîâ òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ, â ìåòîäàõ îáðàáîòêè èíôîðìàöèè, ïî-
ñòóïàþùåé íà âõîä ñïåöïðîöåññîðà èç êîìïüþòåðíîãî òîìîãðàôà, èñïîëüçó-
åòñÿ íå ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèé èññëåäóåìîé õàðàêòåðèñòèêè (ôóíêöèè îò
òðåõ ïåðåìåííûõ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, êîýôôèöèåíòîì ïîãëîùå-
íèÿ, ïëîòíîñòüþ òåëà è ò. ï.) â îòäåëüíûõ òî÷êàõ, à èíòåãðàëû îò íåå (ïðîåê-
öèè) âäîëü ôèêñèðîâàííîé ñõåìû ïðÿìûõ, èëè íåñêîëüêî ðåíòãåíîâñêèõ
ñíèìêîâ â ðàçíûõ ðàêóðñàõ (ò. å. èíòåãðàëû îò ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ ïî
íåñêîëüêèì ðàçíûì íàïðàâëåíèÿì), èëè ñëåäû ýòîé ôóíêöèè íà çàäàííîì íà-
áîðå ïëîñêîñòåé (òîìîãðàìì) è ò. ä. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â âîññòàíîâëåíèè
(âîçìîæíî, ïðèáëèæåííîì) âíóòðåííåé ñòðóêòóðû òåëà ïî óêàçàííîé íåòðà-
äèöèîííîé èíôîðìàöèè.

Ïðè âîññòàíîâëåíèè ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿ-
öèè èñïîëüçóåòñÿ ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè â îòäåëüíûõ òî÷êàõ, à ñ
ïîìîùüþ èíòåðôëåòàöèè [2] – èçâåñòíûå åå ñëåäû íà çàäàííîì íàáîðå ïî-
âåðõíîñòåé. Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ýòè ñëåäû ñîçäàíû ñ ïîìîùüþ äàííûõ
Ðàäîíà.

Ïðåäñòàâèì ñåáå ñëåäóþùóþ ñèòóàöèþ. Ïàöèåíò ïðîøåë îáñëåäîâàíèå
íà êîìïüþòåðíîì òîìîãðàôå. Âðà÷-îïåðàòîð, ðàáîòàþùèé çà ïóëüòîì òîìîã-
ðàôà, ðåøèë, ÷òî äëÿ ïîñòàíîâêè ïðàâèëüíîãî äèàãíîçà äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü
èçîáðàæåíèÿ âíóòðåííåé ñòðóêòóðû òåëà (òîìîãðàììû) â íåñêîëüêèõ ïëîñ-
êîñòÿõ (íå îáÿçàòåëüíî ïàðàëëåëüíûõ). Íî ïîñëå òùàòåëüíîãî àíàëèçà ïîëó-
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÷åííûõ òîìîãðàìì (êîòîðûé, êàê ïðàâèëî, ïðîâîäÿò äðóãèå ñïåöèàëèñòû)
âîçíèêëî æåëàíèå ïîëó÷èòü èçîáðàæåíèÿ âíóòðåííåé ñòðóêòóðû òåëà òàêæå
â äðóãèõ ñå÷åíèÿõ (â äðóãèõ ïëîñêîñòÿõ). Ýòî ìîæíî âûïîëíèòü ñ ïîìîùüþ
îïåðàòîðîâ èíòåðôëåòàöèè.

Îïåðàòîðû èíòåðôëåòàöèè â ñèñòåìå ïëîñêîñòåé, ïàðàëëåëüíûõ êîîðäè-
íàòíûì ïëîñêîñòÿì, ïîçâîëÿò ðåøèòü ýòó çàäà÷ó, åñëè òîìîãðàììû ïîëó÷å-
íû â ñèñòåìå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòåé. Îáùèé ìåòîä âîññòà-
íîâëåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ èíòåðôëåòàöèè ôóíêöèé òðåõ
ïåðåìåííûõ â ñèñòåìå ïëîñêîñòåé, íå îáÿçàòåëüíî âçàèìíî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûõ.

Ñóùåñòâóþò òàêèå ñîâðåìåííûå ïðîãðàììíûå ïàêåòû, êàê “3D Max”,
“Adobe Illustrator”, “Digital Anatomy”, â êîòîðûõ ìîæíî ïîëó÷èòü ñå÷åíèÿ
òðåõìåðíîãî òåëà. Îäíàêî äàííûå ïàêåòû èìåþò ñóùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ
íà âèä èñïîëüçóåìîé èíôîðìàöèè. Ïðåäñòàâèì âîçìîæíîñòè ýòèõ ïàêåòîâ.

Ïàêåò “Adobe Illustrator” [3] ìîæåò ïî äàííûì ïðîåêöèÿì â ïëîñêîñòÿõ,
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îäíîé îñè êîîðäèíàò, íàéòè ëþáîå ñå÷åíèå òðåõìåðíîãî
îáúåêòà. Ñå÷åíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñÿì êîîðäèíàò, ïîëó÷àþòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ êíîïîê «ãîðèçîíòàëü» èëè «âåðòèêàëü», à íàêëîííûå ñå÷åíèÿ – ñ ïî-
ìîùüþ ââåäåíèÿ óãëà íàêëîíà.

Ïàêåò “Digital Anatomy Common Gateway Interface” [4] áûë ñîçäàí â óíè-
âåðñèòåòå ã. Âàøèíãòîíà (ÑØÀ). Ýòîò ïàêåò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìóëüòè-
ìåäèéíóþ àíàòîìè÷åñêóþ ïîìîùü è ïîêàçûâàåò èçîáðàæåíèÿ ðàçíûõ ñåê-
öèé ãîëîâíîãî ìîçãà, à òàêæå òðåõìåðíûå èçîáðàæåíèÿ ñòðóêòóð ìîçãà. Êðî-
ìå òîãî, ìîæíî ïîñìîòðåòü ñå÷åíèÿ ãîëîâíîãî ìîçãà è åãî ÷àñòåé ïî ïðîåê-
öèÿì, ïåðïåíäèêóëÿðíûì òîëüêî îäíîé îñè êîîðäèíàò.

Ïàêåò “3D Studio Max” [5] ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ñå÷åíèÿ òðåõìåðíîãî
îáúåêòà ïî äàííûì ïðîåêöèÿì, ïåðïåíäèêóëÿðíûì îäíîé îñè êîîðäèíàò.
×òîáû ïîñòðîèòü ñå÷åíèå, íóæíî ïðîñòî óêàçàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïåðå-
ñåêàþùåé òðåõìåðíîå òåëî.

Çàìåòèì, ÷òî ýòè ïðîãðàììíûå ïàêåòû âîññòàíàâëèâàþò âíóòðåííþþ
ñòðóêòóðó òðåõìåðíîãî òåëà ñ ïîìîùüþ òîìîãðàìì, êîòîðûå ëåæàò íà ïëîñ-
êîñòÿõ, ïàðàëëåëüíûõ îäíîé ïëîñêîñòè, ò. å. îíè íå äàþò âîçìîæíîñòè íàéòè
ñå÷åíèÿ òðåõìåðíîãî ïîëÿ ïî äàííûì ïðîåêöèÿì, ïîëó÷åííûì ïðè ïåðåñå÷å-
íèè òåëà ñèñòåìîé ëþáûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé. Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä
âîññòàíîâëåíèÿ ñòðóêòóðû òðåõìåðíîãî òåëà (èíòåðôëåòàöèÿ) ïî èçâåñòíûì
åãî òîìîãðàììàì, ëåæàùèì â ñèñòåìå òðåõ ãðóïï ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêî-
ñòåé, äàåò áîëåå òî÷íûé ðåçóëüòàò, ÷åì ìåòîäû, êîòîðûå îïèñàíû â óêàçàí-
íûõ âûøå ïàêåòàõ, è ïîýòîìó àêòóàëåí.

Îïèñàíèå ìåòîäà. Â äàííîé ðàáîòå âïåðâûå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à
âîññòàíîâëåíèÿ ñòðóêòóðû òðåõìåðíîãî îáúåêòà ïî åãî ñëåäàì â ñèñòåìå
òðåõ ãðóïï ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé, êîòîðûå íå îáÿçàòåëüíî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíû îñÿì êîîðäèíàò. Êðîìå òîãî, âïåðâûå ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ
îïåðàòîðà èíòåðôëåòàöèè â ñèñòåìå ïëîñêîñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ íå îáÿçà-
òåëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñî âñåìè äðóãèìè.

Äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèÿ f x x x x x( ), ( , , ),� 1 2 3 îïèñûâàåò íåêîòîðóþ ôè-
çè÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêó âíóòðåííåé ñòðóêòóðû (íàïðèìåð, ïëîòíîñòü,
êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ è ò. ä.). Èñòî÷íèêîì èíôîðìàöèè î ôóíêöèè f x( ),
ò. å. î âíóòðåííåé ñòðóêòóðå òðåõìåðíîãî òåëà, áóäåì ñ÷èòàòü íàáîð ïëîñêî-
ñòåé, à òàêæå íàáîð òîìîãðàìì íà ýòèõ ïëîñêîñòÿõ. Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæå-
íèÿ íåîáõîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ.
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Ïóñòü çàäàíû òðè ãðóïïû ïàðàëëåëüíûõ òîìîãðàìì, ðàñïîëîæåííûõ íà
ïëîñêîñòÿõ � �1 3� , êîòîðûå çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ñëåäóþùåãî âèäà:

� �1 1 1
1

3

i ip

p

p ix a x i m( ) , , ,� � �
�
�

� �2 2 1
1

3

k kp

p

p kx b x k n( ) , , ,� � �
�
�
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3
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�
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ñòâåííî; ÷èñëà � � �1 2 3i k l ip kp lpa b c, , , , , ñ÷èòàåì çàäàííûìè. Ââåäåì ñëåäóþ-
ùèå îáîçíà÷åíèÿ:

� �
�

�
ik i i i

k k k

ik
ik

ik

a a a

b b b

� �

i j k

1 2 3

1 2 3

0; ;

M i k l V x x xi k l ikl ikl ikl ikl� 	 	 � � 
�{( , , ) | ( , , ) ,� � �1 2 3 1 2 3 i k l
 
 };

� � �ik i k il i l kl k lA B A C B C� 	 
� � 	 
� � 	 
�, ,

(Ai – òîìîãðàììû, çàäàííûå íà ïëîñêîñòÿõ �1 1i i m, , ;� Bk – íà ïëîñêîñòÿõ

�2 1k k n, , ;� Cl – íà ïëîñêîñòÿõ �3 1l l s, , );�


 ikl

i i i

k k k

l l l

a a a

b b b

c c c

�
1 2 3

1 2 3

1 2 3

.

Î ï ð å ä å ë å í è å. Òîìîãðàììîé (â ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå) �k x( )
(ñëåäîì ôóíêöèè f x( )) íà ïëîñêîñòè�k x( ) �0 ïðè óñëîâèè, ÷òî êîýôôèöè-
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Òàêèì îáðàçîì, ïîíÿòèå òîìîãðàììû âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïëîñêîñòü è ôóíêöèþ,
çàäàííóþ â òî÷êàõ ýòîé ïëîñêîñòè. Îäíàêî ïî âèäó �k x( ) íåëüçÿ âîññòàíî-
âèòü âíóòðåííþþ ñòðóêòóðó òðåõìåðíîãî òåëà.

Ëåììà 1. Åñëè òîìîãðàììû A i m B k n C l si k l, , , , , , , , ,� � �1 1 1 ëåæàò íà

íåêîìïëàíàðíûõ ïëîñêîñòÿõ, 
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þòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
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Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (1) äîêàçàíî.
Ëåììà 1 äîêàçàíà.
Ïóñòü òîìîãðàììû A B Ci k l, , ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Vikl . Îáîçíà÷èì

u V x xli
k

ikl
ik

ikl

l
kl

kli

i� � �
� �

� �

 


3 1( ) ( ),

w x V xi ikl
k l

kli

i( ) ( ).� �
�

�



1

110



Òåîðåìà 1. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè L x C Rikl
r( ) ( )� 3 ñ çàäàííûìè

òîìîãðàììàìè A i n B k m C l si k l, , , , , , , , ,� � �1 1 1 ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

L x x L x x L x xikl A i A ikl B k B ikl C l
i i k k l

( ) ( ) ; ( ) ( ) ; ( ) (� � �� � � )
Cl

(2)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñëåäû �q x q i k l( ), , , ,� óäîâëåòâîðÿëè
óñëîâèþ �q

rx C R r( ) ( ), ,� �3 0 è óñëîâèÿì Íèêîëüñêîãî, êîòîðûå íà ðåáðå

�kl ñâîäÿòñÿ ê ïðîâåðêå ðàâåíñòâ

� �
� �

k li
k

x
l il

l

x
u x u x

l k

( ( )) ( ( )) .
( ) ( )3 0 2 0� �

�

Àíàëîãè÷íûé âèä èìåþò ýòè óñëîâèÿ íà ðåáðàõ�ik è�li.Â òî÷êå Vikl óñëî-
âèÿ Íèêîëüñêîãî ñâîäÿòñÿ ê ïðîâåðêå ðàâåíñòâ

�
� �

l ik
l

x x
u x

i k

( ( ))
( ) , ( )1 0 2 0� �

�

� �
� � �

� �
� � �

k li
k

x x
i kl

i

x
u x u x

l i k

( ( )) ( ( ))
( ) , ( ) ( ) ,3 0 1 0 2 0 �3 0l x( )

.
�

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Äîñòàòî÷íîñòü. Îïåðàòîð L xikl ( ) ìîæíî ïîñòðîèòü â âèäå

L x L xikl ikl q( ) ({ }, )� ��

� � � � � � �[L L L L L L L L L L Lik
l

kl
i

li
k

li
k

kl
i

kl
i

ki
l

li
k

ik
l

ik
l

kl
i

li
k

qL x x] ({ ( )}, ),� (3)

ãäå

L x x u x f u xik
l

q l ik
l

ik
l({ ( )}, ) ( ( )) ( ( ));� �� �

L L x f w x L L L x f Vik
l

kl
i

q k ik
l

kl
i

li
k

q({ }, ) ( ( )); ({ }, ) (� �� � ikl q i k l), , , .�

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ îïåðàòîðû L L L L L Lkl
i

li
k

kl
i

li
k

li
k

ik
l, , , .

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ôîðìóëà (3) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2), ïðîâî-
äèòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé.

Íåîáõîäèìîñòü. Â ðàáîòå Íèêîëüñêîãî [6] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ ôóíêöèè f x x x C Rr( , , ) ( ),1 2 3

3� èìåþùåé ñëåäû

�

�
�

�
� � �

v

v v v
f x x x

xs x

s x

s

s

x s r
( , , )

, ( ) , , , , , ,1 2 3

0

0
1 2 3 0�

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ãðàíè÷íûå ôóíêöèè �s p x, ( ) óäîâëåòâîðÿëè
â òî÷êå (0, 0, 0) óñëîâèÿì âèäà

�

�

�

�
� �

� � �
�

 

�

 
�

 

� �
 �s

p x

s

s x

x

x

x

x
p s

s p
, ,( ) ( )

, , , , , ,

0 0

1 2 3 0

0

0

0

2 3

1 3

1 2

, ,

( , , );

( , , );

( , , ).

r x

x x

x x

x x

�
�

�
�

�
�
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Ýòî ïîçâîëÿåò ñòðîèòü îïåðàòîðû L xikl ( ).
Ðàñïðîñòðàíåíèå ðåçóëüòàòîâ íà ñëó÷àé áîëüøå ÷åì òðè ïëîñêîñòè ïðî-

èçâîäèòñÿ â òåîðåìå 3 áëàãîäàðÿ èñïîëüçîâàíèþ ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû.
Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
Òåîðåìà 2. Äîïóñòèì, ÷òî âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà òðåõìåðíîãî òåëà îïè-

ñûâàåòñÿ ôóíêöèåé f x C R rr( ) ( ), ,� �3 3 êîòîðàÿ èìååò çàäàííûå òîìîãðàì-

ìû, ðàñïîëîæåííûå íà çàäàííûõ ïëîñêîñòÿõ, è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

f x x f x x
i i k k

i A k B
( ) ( ) ; ( ) ( ) ;

� �1 2
� �� �

(4)

f x x i n k m l s
l l

l C
( ) ( ) , , , , , , .

�3
1 1 1� � � ��

Òîãäà äëÿ ïîãðåøíîñòè R f x I L f xikl ikl( ) ( ) ( )� � ïðèáëèæåííîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ âíóòðåííåé ñòðóêòóðû f x( ) îïåðàòîðîì L f xikl ( ), ïîñòðîåííûì ñ ïî-
ìîùüþ äàííîãî íàáîðà ïëîñêîñòåé è òîìîãðàìì, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

R f x f V tikl

i k l

ikl
kl

kli

i
t t t

lki

( ) � �
�

� � �!!!
3

0

3

0

2

0

1 ���
�



� �

�

�
��

�

�
��

� �li

lik

k
ik

ikl

l i k lt t dt dt dt

 


. (5)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ó÷òåì òîæäåñòâî

( ) ( ) (I L f x I L L L L L L L Likl ik
l

kl
i

li
k

li
k

kl
i

kl
i

li
k� � � � � � � � li

k
ik
l

ik
l

kl
i

li
kL L L L f x� �) ( )

� � � �( )( )( ) ( ),I L I L I L f xkl
i

li
k

ik
l

à òàêæå òîæäåñòâî òèïà

( ) ( ) (

( )

I L f x V tkl
i

i

x

ikl
kl

kli

i
li

lik

k

f

t

i

� � � �
�

�!
0

�
� �

�

 


x x dtik

ikl

l i) ( ) .�
�

�
��

�

�
��

�
�




Ïîäñòàâèâ ýòî èíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå, à òàêæå àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ
äëÿ( ) ( ), ( ) ( )I L f x I L f xli

k
ik
l� � â ïðåäûäóùóþ ôîðìóëó äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëå-

íà, ïîëó÷èì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü ìíîæåñòâî òðåõ ãðóïï ïàðàëëåëüíûõ òîìîãðàìì, êîòî-

ðûå íàõîäÿòñÿ íà ïëîñêîñòÿõ, çàäàííûõ óðàâíåíèÿìè

� �1 1 0 1 2 2 0 1i i k kx i n x k m: ( ) , , ; : ( ) , , ;� �� � � �

�3 3 0 1l l x l s: ( ) , , ,� � �

óäîâëåòâîðÿåò äâóì óñëîâèÿì:
1) â îäíîé òî÷êå V A B Cikl i k l� 	 	 ïåðåñåêàþòñÿ íå áîëåå òðåõ òîìî-

ãðàìì;
2) êàæäàÿ òîìîãðàììà îäíîé ãðóïïû ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäîé òîìîãðàì-

ìîé äâóõ äðóãèõ ãðóïï (à âíóòðè ãðóïïû òîìîãðàììû ïàðàëëåëüíû).
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Òîãäà ñèñòåìà ôóíêöèé

h xikl

j
j i

m

j

j
j k

n

k

j
j l

s

jx x x

( )

( ) ( ) ( )

�

" " "
�



�



�



� � �
1 1 1

1 2 3

� � �
j

j i

m

j ikl

j
j k

n

k ikl

j
j l

s

j iklV V V

�



�



�



" " "
1 1 1

1 2 3( ) ( ) ( )

, , , , , , ,i m k n l s� � �1 1 1

èìååò ñâîéñòâà

h V i i m k k n l likl ikl i i k k l l( ) , , , , , , , ,, , ,� # � # � # �# # #$ $ $ 1 1 1, .s

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ñâîéñòâ ëåãêî ïðîâîäèòñÿ ïðîâåðêîé ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî
V A B Ci k l i k l# # # # # #� 	 	 , ò. å. �1 0i i k lV# # # # �( ) ,�2 0k i k lV# # # # �( ) ,�3 0l i k lV# # # # �( ) .

Ëåììà 2. Ïóñòü òîìîãðàììû A i m B k n C l si k l, , , , , , , , ,� � �1 1 1 óäîâëåò-

âîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 3. Òîãäà ñèñòåìà ôóíêöèé h xikl ( ) ÿâëÿåòñÿ ðàçëî-
æåíèåì åäèíèöû:

h xikl

l
i i k

s

k
k i l

n

i
i k l

m

�



�



�



��� �
111

1

,,,

( ) .
(6)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàâåíñòâî äëÿ h xikl ( ) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

h xikl

i

n

A

k

m

B

l

s

Cx x
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( ) ( )
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" " "
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� � �
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% & �
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C� � �
%
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&
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B ikl
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31

C

C ikl
l

s x

V

( )

( )
.

Òåïåðü ïðîñóììèðóåì ýòî âûðàæåíèå:

h xikl

l
l k i

s

k
k i l

m

i
i k l

n
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1.

Çäåñü ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî

�
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ÿâëÿþòñÿ áàçèñíûìè ïîëèíîìàìè Ëàãðàíæà è, ñëåäîâàòåëüíî,
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1.

Ëåììà 2 äîêàçàíà.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü òîìîãðàììû � � �1 2 3 33

i k l
rx x x C R r( ), ( ), ( ) ( ), ,� �

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Íèêîëüñêîãî íà ðåáðàõ è â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ
ïëîñêîñòåé. Òîãäà ôóíêöèÿ

L x h x L xikl

l

s

k

n

i

m

ikl( ) ( ) ( )�
���
���

111

(7)

ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì èíòåðôëåòàíòîì ñî ñâîéñòâàìè:

L x C Rr( ) ( );� 3

L x L x
A i A B k Bi i k k

( ) ; ( ) ;� �� �1 2

(8)

L x i m k n l s
C l Cl l

( ) , , , , , , .� � � ��. 1 1 1

Ïðè / � �f x C R rR( ) ( ), ,3 3 óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (4), âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî

L x Lf x f x Lf x Rf x( ) ( ): ( ) ( ) ( ),� � �

R x f x h x R f xikl

l

s

k

n

i

m

ikl( ) ( ) ( ) ( ),�
���
���

111

(9)

ãäå R f xikl ( ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (5).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (3) ïðè ïîñòðîåíèè îïåðà-
òîðîâ L xikl ( ) èñïîëüçóþòñÿ ôóíêöèè � � �1 2 3 03

i k l
rx x x C R r( ), ( ), ( ) ( ), .� �
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Ïîýòîìó L x C Rr( ) ( ).� 3 Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ñîîòíîøåíèé (8):

L x h x L x h x L
A ikl ikl

l

s

k

n

i

m

A

ikl A i
i

i

i

( ) ( ) ( ) ( )� �
���
���

111

kl A i A
l
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k

n

i

m

x x
i i

( ) ( ) .�
���
��� �

111

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

h xikl
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��� �
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1( ) ,

à òàêæå ôîðìóëû L f x R f x f xikl ikl( ) ( ) ( ),� � ìîæíî ïåðåïèñàòü òîæäåñòâî

f x h x L f x R f xikl

l

s

k

n

i

m

ikl ikl( ) ( ) [ ( ) ( )].� �
���
���

111

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

f x h x L f xikl

l

s

k

n

i

m

ikl( ) ( ) ( )� �
���
���

111

� � �
���
��� h x R f x L x R x f xikl

l

s

k

n

i

m

ikl

111

( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ).

Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.
Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòó îáùóþ òåîðèþ ïðèìåðîì ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà

âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñòðóêòóðà òðåõìåðíîãî îáúåêòà ïî äàííûì òîìîãðàììàì
â ñèñòåìå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòåé. Òåëî áóäåì ñ÷èòàòü áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëíîñòüþ ðàñïîëîæåííûì â åäèíè÷íîì êóáå
D � [ , ] .0 1 3

Èíôîðìàöèåé î ôóíêöèè f x y z( , , ), ò. å. î âíóòðåííåé ñòðóêòóðå òåëà,

ÿâëÿåòñÿ íàáîð ðèñóíêîâ X k Mk . , , ,bmp �1 1 Y l Ml . , , ,bmp �1 2 Zp . ,bmp

p M�1 3, ,êîòîðûå ëåæàò â ïëîñêîñòÿõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñÿì OX OY OZ, ,

ñîîòâåòñòâåííî. Êàæäîé òîìîãðàììå ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèþ:

X A k y z k M y b z ck . ( , , ), , , , ;bmp � � 0 0 0 01 0 01

Y B x l z l M x a z cl . ( , , ), , , , ;bmp � � 0 0 0 01 0 01

Z S x y p p M x a y bp . ( , , ), , , , .bmp � � 0 0 0 01 0 01

Ïðè ïåðåõîäå ê ôóíêöèîíàëüíîé çàïèñè ðèñóíêîâ íóæíî ñäåëàòü ïåðå-
ìàñøòàáèðîâàíèå: x x a� , y y b� , z z c� .

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ íóæíà
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Òåîðåìà 5. Ïóñòü îïåðàòîðû In In In1 2 3f f f, , ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè
ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèè f x y z( , , ) ïî ïåðåìåííûì x y z, , ñîîòâåò-
ñòâåííî:

In Sp1
1

1

1
f x y z x A k y z

k

M

M m k( , , ) ( ) ( , , );, ,�
�
�

In Sp2
1

2

2
f x y z y B x l z

l

M

M m l( , , ) ( ) ( , , );, ,�
�
� (10)

In Sp3
3

3

1

f x y z z C x y pM m p

p

M

( , , ) ( ) ( , , ),, ,�
�
�

ãäå SpM m k x
1, , ( ) – áàçèñíûå ñïëàéíû ñòåïåíè m m( , , )�1 2 3 ñî ñâîéñòâàìè

SpM m k k p

p

M
i p M

1

1

11, , , , , , .�
�

�
��

�

�
�� � �$

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ òàêæå ñïëàéíû SpM m l2 , , è SpM m p3 , , .

Åñëè ôóíêöèè A k y z k M( , , ), , ,�1 1 B x l z l M( , , ), , ,�1 2 C x y p( , , ),

p M�1 3, , óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

A k y z A x l z B x l z B x y p C x y pl k p l k( , , ) ( , , ); ( , , ) ( , , ); ( , , )� � �C k y z p( , , ),

òî îïåðàòîð ñïëàéí-èíòåðôëåòàöèè

Lf x y z( , , ) (� � � � � �In In In In1In2 In1In3 In2In3 +In1In21 2 3 In3) ( , , )f x y z

èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

Lf k y z A k y z k M Lf x l z B x l z l M( , , ) ( , , ), , ; ( , , ) ( , , ), ,� � � �1 11 2 ;

(11)

Lf x y p C x y p p M( , , ) ( , , ), , .� �1 3

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ (11) ïðîâîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé.
Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïî èçëîæåííîé

ìåòîäèêå ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòè-
êè Matlab 6.5 [7]. Ðåçóëüòàòû åå òåñòèðîâàíèÿ ïîêàçûâàþò âûñîêóþ òî÷íîñòü.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðîãðàììû, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò
íàéòè ñå÷åíèÿ òðåõìåðíîãî òåëà â ëþáîé ïëîñêîñòè ïî ðèñóíêàì â òðåõ
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ (Brain.m), à òàêæå ïî ðèñóíêàì,
ïåðïåíäèêóëÿðíûì òîëüêî îäíîé îñè ÎÕ (Brainox.m), èëè òîëüêî îñè OY
(Brainoy.m), èëè òîëüêî îñè OZ (Brainoz.m).

Èñõîäíûìè äàííûìè ïðîãðàììû áóäåò ñîâîêóïíîñòü ðèñóíêîâ (ôàéëîâ
â ôîðìàòå bmp), êîòîðûå èçîáðàæàþò ñå÷åíèÿ ýòîãî òåëà â ñèñòåìå òðåõ
ãðóïï ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé. Ýòà ñîâîêóïíîñòü ôàéëîâ ÿâëÿåòñÿ ìàññè-
âîì ðèñóíêîâ, ïðè÷åì ïðèíàäëåæíîñòü ôàéëà ê îäíîé èç ãðóïï ïàðàëëåëü-
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íûõ ïëîñêîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ åãî íàçâàíèåì (íàïðèìåð, À1.bmp, À2.bmp,
À3.bmp – ðèñóíêè, ïðèíàäëåæàùèå ïåðâîé ãðóïïå ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêî-
ñòåé; B1.bmp, B2.bmp, B3.bmp – âòîðîé ãðóïïå; C1.bmp, C2.bmp, C3.bmp –
òðåòüåé ãðóïïå).

Îïåðàòîðû ñïëàéí-èíòåðôëåòàöèè ðåàëèçîâàíû â ïðîãðàììå â âèäå îò-
äåëüíûõ ôóíêöèé:

L i k l x L k l i x L l i k x1 2 3( , , , ), ( , , , ), ( , , , ),

LL k l i x LL l i k x LL i k l x LLL i k l x1 2 3( , , , ), ( , , , ), ( , , , ), ( , , , ).

Ýòè ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþò îïåðàòîðàì, îïðåäåëåííûì ôîðìóëàìè (10).
Êàæäàÿ èç ôóíêöèé âû÷èñëÿåò íîìåðà êàðòèíîê, ñàìûõ áëèçêèõ ê òî÷êå ñ êî-
îðäèíàòàìè ( , , ),x x x1 2 3 è ïî ýòèì íîìåðàì îáðàùàåòñÿ ê êîíêðåòíûì ýëå-
ìåíòàì òðåõìåðíîãî ìàññèâà ðèñóíêîâ.

Äëÿ ïðèìåðà â êà÷åñòâå äàííûõ Ðàäîíà áûëè âçÿòû ðèñóíêè, ïîëó÷åííûå
èç ïàêåòà ïðîãðàìì “Digital Anatomist” (100 ðèñóíêîâ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ
îñè OX , 110 ðèñóíêîâ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñè OY, 35 ðèñóíêîâ, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûõ îñèOZ).Âñå òîìîãðàììû èìåþò ïîñòîÿííûé øàã 1,3 ìì. Íà
ðèñ. 1, a c� ïðèâåäåíû ïðèìåðû ýòèõ òîìîãðàìì.

Âî âñåõ ÷åòûðåõ ïðîãðàììàõ ïðîâîäèëñÿ ïîèñê ñå÷åíèÿ ãîëîâíîãî ìîçãà
ïëîñêîñòüþ, çàäàííîé óðàâíåíèåì x y z� � � �10 1 0. Áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëü-
òàòû, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 2.
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Ðèñ. 1. Ïðèìåð òîìîãðàìì, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñÿì: OZ a( ), OY b( ), OX c( )

a

b

c



Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî òîìîãðàììà, ïîñòðîåííàÿ ïî äàííûì âî âñåõ òðåõ
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ, äàåò áîëåå òî÷íûé ðåçóëüòàò, ÷åì
òîìîãðàììû â ýòîì ñå÷åíèè, ïîñòðîåííûå ïî äàííûì èç ñåìåéñòâà òîìî-
ãðàìì, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îäíîé îñè.

Çàêëþ÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ âíóòðåííåé ñòðóêòóðû òðåõìåðíîãî òåëà ïî ëþáîé ñèñòåìå òî-
ìîãðàìì, ðàñïîëîæåííûõ â òðåõ ãðóïïàõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé, êàæ-
äàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç ïëîñêîñòåé, ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé. Äàííûé
ìåòîä ïëàíèðóåòñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ ñîçäàíèÿ ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ
ðåàëüíî äåéñòâóþùèõ êîìïüþòåðíûõ òîìîãðàôîâ.
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Ðèñ. 2. Ðåçóëüòàòû ïîñòðîåíèÿ òîìîãðàìì ïî äàííûì â òðåõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñ-

êîñòÿõ: ïðîãðàììîé “Brainox” ( ),a “Brainoy” ( ),b “Brainoz” ( ),c “Brain” ( )d


