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Â ðàáîòå ñîáðàíû âîåäèíî âàæíåéøèå ðåçóëüòàòû è ðåêîìåíäàöèè ïî áèñïåêò-
ðàëüíîìó àíàëèçó ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ äèñêðåòíûì âðåìå-
íåì. Ïðèâåäåíû òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ êàê ñàìîé áèñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè,
òàê è âñåõ äðóãèõ, ñâÿçàííûõ ñ íåé, ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ.

Ââåäåíèå. Ëèòåðàòóðà, ïîñâÿùåííàÿ ïðèêëàäíîìó ñïåêòðàëüíîìó àíà-
ëèçó ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ (ÑÑÏ), ÷ðåçâû÷àéíî îáøèðíà. Â
ïîñëåäíèå ãîäû âñå áîëüøåå ÷èñëî àâòîðîâ ðàáîò ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà
ïðîÿâëÿåò èíòåðåñ ê îöåíêàì íå òîëüêî îáû÷íîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè, íî
è ñòàðøèõ ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé, äàþùèõ âàæíóþ äîïîëíèòåëüíóþ èí-
ôîðìàöèþ îòíîñèòåëüíî ñòàòèñòè÷åñêîé ñòðóêòóðû èññëåäóåìîãî ÑÑÏ. Â
ýòîé ñâÿçè ìû óêàæåì íà êëàññèôèöèðîâàííûé áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê
[1] è ìîíîãðàôèè [2, 3]. Â ñïèñêå [1] íàõîäèì 1757 ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ñòàð-
øèì ìîìåíòàì è êóìóëÿíòàì, à òàêæå ñòàðøèì ñïåêòðàëüíûì ïëîòíîñòÿì
ñòàöèîíàðíûõ è ïåðèîäè÷åñêè íåñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Áèá-
ëèîãðàôèÿ ê ìîíîãðàôèÿì [2, 3] îõâàòûâàåò 494 è 34 íàçâàíèÿ ñîîòâåòñò-
âåííî. Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî èíòåðåñ èññëåäîâàòåëåé ðàçíûõ íàïðàâëåíèé ê
ñòàðøèì ñïåêòðàëüíûì ïëîòíîñòÿì ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íåóê-
ëîííî ðàñòåò.

Ñëåäóåò, îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî øèðîêîå ïðèìåíåíèå áèñïåêòðàëüíîãî è
òðèñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà ÑÑÏ â òå÷åíèå äîâîëüíî äîëãîãî âðåìåíè ñäåð-
æèâàëîñü ñëàáîñòüþ òåîðåòè÷åñêîé áàçû, îòñóòñòâèåì ÷åòêèõ è íàäåæíûõ
àëãîðèòìîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ áèñïåêòðàëüíîé è òðèñïåêòðàëü-
íîé ïëîòíîñòåé. Åùå â ñåðåäèíå 80-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà áûëî ñòîëüêî ïó-
òàíèöû â ïîäõîäàõ è ðåêîìåíäàöèÿõ ðàçíûõ àâòîðîâ, ÷òî èññëåäîâàòåëþ, çà-
èíòåðåñîâàííîìó â ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè áèñïåêòðàëüíîãî è òðèñïåêò-
ðàëüíîãî àíàëèçà ÑÑÏ, áûëî î÷åíü òðóäíî îòäåëèòü â äîñòóïíîé åìó ëèòå-
ðàòóðå ðàöèîíàëüíîå çåðíî îò âñÿêîãî ðîäà ñêîðîñïåëûõ ãèïîòåç. Ê ÷èñëó ãè-
ïîòåç, íå âûäåðæàâøèõ ïðîâåðêè âðåìåíåì, ìîæåò áûòü îòíåñåíî, íàïðè-
ìåð, óòâåðæäåíèå î êëþ÷åâîé ðîëè õàðàêòåðèñòèêè m( )� àðãóìåíòà � òîé
èëè èíîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè [4, ãë. 6]. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïîëîæåíèå
èçìåíèëîñü. Ñåãîäíÿ ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî âñå îñíîâíûå òðóäíîñòè ïî-
ñòðîåíèÿ ïîëíîöåííîãî áèñïåêòðàëüíîãî è òðèñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà ÑÑÏ
ïðåîäîëåíû. Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì
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ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíîê ëèøü ìëàäøåé èç ñòàðøèõ – áèñïåêòðàëüíîé ïëîò-
íîñòè f ( ) ( , ).3

1 2� � Ïðè ýòîì âñå ðàññìàòðèâàåìûå îöåíêè áóäóò íåïàðàìåò-

ðè÷åñêèìè.
Ïðåäëàãàåìûé íàìè ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ è èññëåäîâàíèþ îöåíîê áè-

ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè îñíîâûâàåòñÿ, âî-ïåðâûõ, íà èñïîëüçîâàíèè
ñâîéñòâ ñèììåòðèè ôóíêöèè f ( ) ( , ),3

1 2� � ïîçâîëÿþùèõ èçáåæàòü îãðîìíîãî

ïåðåðàñõîäà âðåìåíè ñ÷åòà, è, âî-âòîðûõ, íà âûáîðå îêíà äàííûõ � �{ ( )}� t
äëÿ äîìíîæåíèÿ (íåðàâíîìåðíîãî âçâåøèâàíèÿ) èñõîäíîé ðåàëèçàöèè. Åñëè
îêíî äàííûõ�âûáðàòü ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûì, òî èññëåäîâàíèå ñìå-
ùåíèÿ îöåíîê áèñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ñóùåñòâåííûì îáðàçîì óïðîùà-
åòñÿ. Â îñíîâå ïðåäëàãàåìûõ ðåêîìåíäàöèé ïî áèñïåêòðàëüíîìó àíàëèçó
ÑÑÏ ëåæàò ïóáëèêàöèè [5–10], â êîòîðûõ ìîæíî íàéòè äîêàçàòåëüñòâà ôîð-
ìóëèðóåìûõ äàëåå òåîðåì 1–4.

1. Îïðåäåëåíèÿ è íåêîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Èòàê, ïóñòü
{ ( ), , , ...}X t t � �0 1 – ñòàöèîíàðíûé â óçêîì ñìûñëå ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñî
ñðåäíèì X t( ) .�0 Â îñíîâó îïðåäåëåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé ÑÑÏ
X t( ) êëàäóòñÿ ñåìèèíâàðèàíòû (êóìóëÿíòû)
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Òàêèì îáðàçîì, ñåìèèíâàðèàíò �-ãî ïîðÿäêà s t t( ) ( , ... , )�
�1 ÿâëÿåòñÿ êî-

ýôôèöèåíòîì ïðè i u u�
�1 , ... , â ðàçëîæåíèè ôóíêöèè

ln exp{ ( ) ... ( )}iu X t iu X t1 1 
 
 � �

â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò. Âàæíåéøèå ñâîéñòâà ñåìè-
èíâàðèàíòîâ, îòâå÷àþùèõ ïðîèçâîëüíîìó ñëó÷àéíîìó âåêòîðó, ïðèâåäåíû â
ðàáîòå [11, § 2.3].

×òî æå êàñàåòñÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ïîðÿäêà � �2 3, , ... èññëåäóåìî-
ãî ÑÑÏ, òî îíà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

f r
t t

( ) ( )( , ... , ) ( ) ... (�
�

� �� � �
�

1 1
12

1 1

	
	 


� 	�

�

� 	�

�

� � �
	

t t1 1, ... , )� 	 �

� 	 
 
 	 	exp{ ( ... )}.i t t1 1 1 1� �� � (1)

Ïîëàãàÿ, â ÷àñòíîñòè, � �3 â (1), ïîëó÷èì áèñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ÑÑÏ

X t( ). Ôóíêöèÿ f ( ) ( , )3
1 2� � êîìïëåêñíà. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ

íàìè ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ÑÑÏ X t( ) ñåìèèíâàðèàíò r t t( ) ( , ),3
1 2

ôèãóðèðóþùèé â îïðåäåëåíèè áèñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè f ( ) ( , ),3
1 2� � ñîâ-

ïàäàåò ñ òðåòüèì ìîìåíòîì X t X t t X t t( ) ( ) ( ) .
 
1 2
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Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ áèñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ÑÑÏ X t( )ìîæíî âûáè-
ðàòü ïî-ðàçíîìó. Ñëåäóÿ Âàí Íåññó [12], âïåðâûå îïèñàâøåìó ñâîéñòâà ñèì-
ìåòðèè áèñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ( ) ( , )3

1 2� �
çàäàíà â øåñòèóãîëüíèêå Q ïëîùàäüþ 4 2� , îïðåäåëÿåìîì ñèñòåìîé íåðà-

âåíñòâ

� � �

� � �
1 2 2

2 2 1 2

	 �


 � � �



�
�

��

;

, , , , .j k j k j k

Åñëè ðàññå÷ü øåñòèóãîëüíèê Q ïðÿìûìè �1 0� , �2 0� , � �1 2 0� � ,
2 01 2� �
 � è� �1 22 0
 � , ïîëó÷èì 12 ðàâíîâåëèêèõ (ïî ïëîùàäè) òðåóãîëü-
íèêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì áèñïåêòðàëüíîé
ïëîòíîñòè f ( ) ( , )3

1 2� � â òîì ñìûñëå, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f ( ) ( , )3
1 2� � â òà-

êîì òðåóãîëüíèêå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò åå çíà÷åíèÿ âî âñåì øåñòèóãîëü-
íèêå Q.

Ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (1) îïðåäåëåíèå áèñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè
f ( ) ( , )3

1 2� � çàâèñèò ëèøü îò ñåìèèíâàðèàíòà r t t( ) ( , ),3
1 2 îäíàêî â óñëîâèÿ

ñëåäóþùèõ äàëåå òåîðåì 1–3 áóäóò âõîäèòü òàêæå ñåìèèíâàðèàíòû ïîðÿä-
êîâ � � 4 è � �6. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îáÿçûâàåò íàñ ïðèâåñòè ôîðìóëû, îá-
ëåã÷àþùèå âû÷èñëåíèå ñåìèèíâàðèàíòîâ s t t( ) ( , ... , ),�

�1 � � 4 è � �6, è ïðî-

âåðêó óñëîâèé, íàëàãàåìûõ íà ýòè ñåìèèíâàðèàíòû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñò-
íûìè ñîîòíîøåíèÿìè, ñâÿçûâàþùèìè ìîìåíòû è ñåìèèíâàðèàíòû ïðîèç-
âîëüíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì (ñì. [13, ãë. II,
§ 12, ôîðìóëà (46)]),

s t t t t X t X t X t X t s t t( ) ( )( , , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) { ( ,4
1 2 3 4 1 2 3 4

2
1 2� 	 ) ( , )} ;( )s t t2

3 4 3

s t t X t X t X t X t X t X t( ) ( , ... , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )6
1 6 1 2 3 4 5 6� 	

	 	{ ( , , ) ( , , )} { ( , )( ) ( ) ( ) ( )s t t t s t t t s t t s3
1 2 3

3
4 5 6 10

2
1 2

4 ( , , , )}t t t t3 4 5 6 15 	

	{ ( , ) ( , ) ( , )} .( ) ( ) ( )s t t s t t s t t2
1 2

2
3 4

2
5 6 15

Çäåñü, êàê è â ðàáîòå [12],{ }� m îáîçíà÷àåò ñóììó m ðàçëè÷íûõ ñëàãàåìûõ, ïî-
ëó÷àåìûõ ïåðåñòàíîâêîé àðãóìåíòîâ ñîìíîæèòåëåé â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ,
ïðè÷åì ñëàãàåìûå, â êîòîðûõ àðãóìåíòû òîãî èëè èíîãî ñîìíîæèòåëÿ îòëè-
÷àþòñÿ ëèøü ïîðÿäêîì, íå ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè. Òàê, íàïðèìåð,

{ ( , ) ( , )} ( , ) ( , )( ) ( ) ( ) ( )s t t s t t s t t s t t2
1 2

2
3 4 3

2
1 2

2
3 4� 



 
s t t s t t s t t s t t( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , ).2
1 3

2
2 4

2
1 4

2
2 3

Åùå îäèí ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ïðàâèëî ðàñêðûòèÿ ñêîáîê{ } ,� m ïðèâå-
äåí â ðàáîòå [5, ï. 3].
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Äàëåå íàì áóäóò ïîëåçíû òàêæå ïîëèíîìèàëüíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå
ÿäðà, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè

Fn
n

n
( ) ,

sin ( )

sin ( )
�

�

�
�



�
�

�
�
�

1 2

2

2

(2)

Jn
n n

n
( ) ,

sin ( )

sin ( )
�

�

�
�



�
�

�
�
�


3

2

2

2
3

4

(3)

Pn
n

n
( ) .

cos sin ( )

sin ( )
� � �

�
�



�
�

�
�
�

2

2

2

2
3

4

(4)

ßäðà (2)–(4) íåîòðèöàòåëüíû. Èíòåãðàë îò êàæäîãî èç íèõ ïî îòðåçêó � �
� 	[ , ]� � ðàâåí 2�. Èõ îáùåïðèíÿòûå íàçâàíèÿ – ÿäðà Ôåéåðà, Äæåêñîíà è
Äæåêñîíà – Âàëëå-Ïóññåíà ñîîòâåòñòâåííî.

2. Ïåðèîäîãðàììà òðåòüåãî ïîðÿäêà, åå îñíîâíûå ñâîéñòâà. Ðàññìîò-
ðèì ïåðèîäîãðàììó òðåòüåãî ïîðÿäêà, ïðèçâàííóþ ñëóæèòü «ïîëóôàáðèêà-
òîì» ïðè ïîñòðîåíèè íåïàðàìåòðè÷åñêîé îöåíêè áèñïåêòðàëüíîé ïëîòíî-
ñòè f ( ) ( ), ( , ).3

1 2� � � �� Îäíà èç ïðîñòåéøèõ ìîäèôèêàöèé ïåðèîäîãðàììû

òðåòüåãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

I I t X tn n

t n

n

j

j j

n

n
j

( ) ( , ) ( ) ( )ex
( )

� � � �
�

� �

 � 	�

��1 2 2 2
1

3

2 1
p( ),	it j j�

(5)

ãäå � � � �1 2 3 0 2
 
 � ( ),mod ò. å. � � �1 2 3
 
 êðàòíî 2�, à ìíîæèòåëè �( )t
îïèñûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèåì

�( ) | | , | | .t t n t n� 	 �1 (6)

Îêíî äàííûõ (6), èñïîëüçóåìîå ïðè ïîñòðîåíèè ïåðèîäîãðàììû (5),
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíî â òîì ñìûñëå, ÷òî åãî äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå íåîòðèöàòåëüíî. Èì ÿâëÿåòñÿ ÿäðî Ôåéåðà Fn ( ),� îïèñàííîå ôîð-
ìóëîé (2).

Âû÷èñëÿÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïåðèîäîãðàììû (5) è ñîõðàíÿÿ îáî-
çíà÷åíèå� � 	[ , ],� � ëåãêî íàõîäèì

I F F Fn n n n

n

n
( ) ( ) ( ) ( )

( )
� � � � �

�
� 
 �


 ��
2 1

2 2 1 2 1 2

2�

� 
 
f d d( ) ( , ) ,3
1 1 2 2 1 2� � � � � � (7)

ïðè÷åì f f f( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , ).3
1 2

3
1 2

3
1 22 2� � � � � � � �� � � �

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ êîððåëÿöèîííûõ ñâîéñòâ ïåðèîäîãðàììû (5).
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñåìèèíâàðèàíòû r t t( ) ( , ... , )�
�1 1	 ïîðÿäêîâ � �2 3 4 6, , ,

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

... ( , ... , ) .( )
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�� � �
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� 
 
 �
�
�16

27
1 2 1 2 0 2

1

2

1 8
n

f f f
j

j�
� � � � �� �( ) ( ) ( ) ( ){ ( )}! mod 




�
�


 
 

"

#
$
$

� 
 
 �
�

! !%� � � � � �� �
j j

j

0 2 0 2

1
1 2( )} { ( )}( ) ( )mod mod

2

�



&

'
(
�
�
�

��


 �!{ cos ( )}( ) ( ),� � � � �

1 2 0 2j o nmod

ãäå!)( )� – èíäèêàòîð ìíîæåñòâà)* cos j� èñïîëüçóåòñÿ âìåñòî( ) ;	1 j f ( )� –

îáû÷íàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ÑÑÏ X t( ), ïðè÷åì f f( ) ( ).� � �� �2
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà 2 äîêàçûâàåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îáå òî÷êè

� � �� ( , )1 2 è � � �� ( , )1 2 íàõîäÿòñÿ â ïðåäåëàõ òðåóãîëüíèêà +1 1 2� {( , ):� �
0 2 22 1 1 2� � 
 �� � � � �, }, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç äâåíàäöàòè îñíîâ-
íûõ ìíîæåñòâ áèñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè f ( ) ( ).3 �

Òåîðåìà 2. Ïóñòü, êàê è â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1, ñïðàâåäëèâî ïðåäïîëîæå-
íèå (8) äëÿ � �2 3 4 6, , , . Òîãäà äëÿ ëþáûõ òî÷åê � � �� ( , )1 2 è � � �� �( , )1 2

� �( , ), ,0 0 � � èç òðåóãîëüíèêà +1

cov{I I I I I In n n n n n( ), ( )} ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �� 	 �

� 
� � �
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27
2 2 10 0 0 11 2 0

n
f f

�
� %� %�� � � �! ! !{ } } }( ) ( ){ ( )} ( ) ( ) ( ) ( ),f o n�1 


ãäå ÷åðòà ñâåðõó îçíà÷àåò ïåðåõîä ê êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîé âåëè÷èíå.
Íåñêîëüêî êîììåíòàðèåâ ê ïðèâåäåííûì âûøå ðåçóëüòàòàì. Ôîðìóëà (7)

ïî ñóùåñòâó îçíà÷àåò, ÷òî ñìåùåíèå (ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà îöåíèâàíèÿ)
ïåðèîäîãðàììû (5) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n� � , åñëè òîëüêî áèñïåêòðàëü-
íàÿ ïëîòíîñòü f ( ) ( )3 � íåïðåðûâíà. Òåîðåìà 1, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâèäåòåëüñò-

âóåò î òîì, ÷òî äèñïåðñèÿ ïåðèîäîãðàììû (5) ðàñòåò, êàê n, ñ óâåëè÷åíèåì
îáúåìà âûáîðêè.

Íàêîíåö, òåîðåìà 2 äîêàçûâàåò, ÷òî îòðåçîê {( , ): ,� � �1 2 2 0� 0 1� �� �,
âûäåëÿåòñÿ ñðåäè äðóãèõ ãðàíè÷íûõ îòðåçêîâ ìíîæåñòâà +1 òåì íåïðèâû÷-
íûì äëÿ íàñ ñâîéñòâîì, ÷òî çíà÷åíèÿ ïåðèîäîãðàììû (5) â äâóõ ïðîèçâîëü-
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íûõ òî÷êàõ ýòîãî îòðåçêà îñòàþòñÿ êîððåëèðîâàííûìè äàæå ïðè n� �. Ðà-
çóìååòñÿ, îñíîâíîå ìíîæåñòâî +1 íå ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷åíèåì. Êàæäîå èç äâå-
íàäöàòè îñíîâíûõ ìíîæåñòâ + i ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè f ( ) ( )3 � ñîäåðæèò

îòðåçîê, îáëàäàþùèé òåì æå ñâîéñòâîì. Èì ÿâëÿåòñÿ òà èç ñòîðîí òðåóãîëü-
íèêà + i , êîòîðàÿ ëåæèò íà ïðÿìîé � �1 20 0� �, èëè � �1 2 0
 � . Ýòî èìåííî

òå ïðÿìûå, íà êîòîðûõ áèñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü f ( ) ( )3 � âåùåñòâåííà.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî îêíî äàííûõ (6), èñïîëüçóåìîå íàìè ïðè ïîñòðîåíèè
ïåðèîäîãðàììû (5), íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæíûì. Äðóãèå ïîëîæè-
òåëüíî-îïðåäåëåííûå îêíà äàííûõ ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [14, 15]. Ñëåäóåò,
îäíàêî, èìåòü â âèäó, ÷òî êàæäîé íîâîé ìîäèôèêàöèè ïåðèîäîãðàììû
òðåòüåãî ïîðÿäêà îòâå÷àåò ñâîé íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü, îïðåäåëÿåìûé èç
óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé íåñìåùåííîñòè ïåðèîäîãðàììû.

3. Îöåíêà áèñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè. Èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà âèäíî,
÷òî ïåðèîäîãðàììà (5) íå ìîæåò ñëóæèòü îöåíêîé áèñïåêòðàëüíîé ïëîòíî-

ñòè f ( ) ( ),3 � òàê êàê åå äèñïåðñèÿ íå òîëüêî íå óáûâàåò, à íàïðîòèâ, íåîãðàíè-

÷åííî âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìà âûáîðêè. Îäèí èç ïóòåé ïîñòðîåíèÿ
ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêè áèñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè – îñðåäíåíèå ïåðèîäî-
ãðàììû (5) ñ ïîìîùüþ òîãî èëè èíîãî äâóìåðíîãî ñïåêòðàëüíîãî îêíà.

Èòàê, ïóñòü� � �� ( , )1 2 – ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà øåñòèóãîëüíèêàQ.Îöåíêó
âåëè÷èíû f ( ) ( )3 � áóäåì èñêàòü â âèäå

f h w In

j

j

n
h

( ) ( ) ( ,3 2

1

2

1 1 2

2

� � � �
�

�
-

.
//

0

1
22



�
�

�
�
�


	

�
���

R


 � � �2 1 2) ,d d (9)

ãäå R
2 – âåùåñòâåííàÿ ïëîñêîñòü; In ( , )� �1 2 – ïåðèîäîãðàììà òðåòüåãî ïî-

ðÿäêà, îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëàìè (5) è (6); h hn� – íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü òàêàÿ, ÷òî 0� �hn � äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n (â äàëüíåéøåì íà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü hn áóäåò íàëîæåíî åùå îäíî óñëîâèå), à âåñîâàÿ ôóíêöèÿ w x( )
÷åòíà, îãðàíè÷åíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì w x( ) ,�0 åñëè | | ,x 31 è

w x dx

	
� �
1

1

1( ) .

Ïîðÿäêîì âåñîâîé ôóíêöèè w x( ) íàçîâåì íàèìåíüøåå ÷åòíîå ÷èñëî
l 3 2, äëÿ êîòîðîãî

x w x dxl

	
� �
1

1

0( ) .

Òðè ïðîñòåéøèå âåñîâûå ôóíêöèè âòîðîãî ïîðÿäêà (ïðÿìîóãîëüíàÿ, òðå-
óãîëüíàÿ è ïàðàáîëè÷åñêàÿ) ïðèâåäåíû â [16, ñ. 203]. Âåñîâûå ôóíêöèè ïî-
ðÿäêîâ l � 4 6 20, , ... , ìîãóò áûòü íàéäåíû â ðàáîòàõ [17, 18].

Áèñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü f ( ) ( )3 � â äàëüíåéøåì áóäåò óäîáíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå f g ig( ) ( ) ( ) ( ),3
1 2� � �� 
 ãäå ôóíêöèè g jj ( ), , ,� �1 2 âåùåñò-

âåííû.
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Òåîðåìà 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áèñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü f ( ) ( )3 � �
� 
g ig1 2( ) ( )� � è ñåìèèíâàðèàíòû r t t( ) ( , ... , ),�

�1 1	 � �2 3 4 6, , , , ñëó÷àéíîãî

ïðîöåññà X t( ) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
À. Âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî r-é ïîðÿäîê âêëþ÷èòåëüíî ôóíêöèé

g j ( , ),� �1 2 ãäå j �1 2, è r – íàòóðàëüíîå ÷èñëî, îãðàíè÷åíû (ïî àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå) íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé K.

Á. ... ( , ... , ) .( )

tt

r t t

�

�
�

	 � 	�

�

	
� 	�

�

�� � �
11

1 1

Îïðåäåëèì ñîîòíîøåíèåì l r� # 
 '	2 2 11 ( ) , ãäå # 'x – öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x ,

ïîðÿäîê l âåñîâîé ôóíêöèè w x( ), âõîäÿùåé â âûðàæåíèå (9) îöåíêè f n
( ) ( ).3 �

Íàêîíåö, ïîòðåáóåì, ÷òîáû âåëè÷èíà h hn� ïðè áîëüøèõ n óäîâëåòâîðÿëà

ñîîòíîøåíèþ nh r2 1 1( ) ~ ,
 ãäå ñèìâîë «~» îáîçíà÷àåò ïðîïîðöèîíàëüíîñòü

äâóõ âåëè÷èí.
Òîãäà äëÿ âñåõ�4Q

f f O nn
r r( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ).3 3

2
1� �	 � 	 


Õîðîøî èçâåñòíî [19], ÷òî â ñëó÷àå îöåíèâàíèÿ îáû÷íîé ñïåêòðàëüíîé
ïëîòíîñòè f ( )� ïðèìåíåíèå âåñîâûõ ôóíêöèé w x( ) âûñøèõ ïîðÿäêîâ (ò. å.
ïîðÿäêîâ l 52) ìîæåò ïðèâåñòè ê î÷åíü áîëüøîìó âûèãðûøó â òî÷íîñòè,
åñëè òîëüêî îáúåì âûáîðêè íå ñëèøêîì ìàë è ôóíêöèÿ f ( )� ìíîãîêðàòíî
äèôôåðåíöèðóåìà. Àíàëîãè÷íîå ïîëîæåíèå èìååò ìåñòî è â ñëó÷àå îöåíèâà-
íèÿ áèñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè f ( ) ( ).3 � Åñëè r 551(ñì. óñëîâèå À â òåîðåìå

3), òî ñ ðîñòîì n ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàåòñÿ êàê ïîðÿäîê l îïòèìàëüíîé âåñî-
âîé ôóíêöèè w x( ), òàê è äîñòèãàåìûé ñ åå ïîìîùüþ âûèãðûø â òî÷íîñòè
îöåíèâàíèÿ. Â ýòîé ñâÿçè îòìåòèì ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, âûïîëíåííûé
Êàëìûêîâûì [20]. Îöåíêà áèñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè, èñïîëüçóåìàÿ â ðàáî-
òå [20], â íåêîòîðûõ äåòàëÿõ îòëè÷àåòñÿ îò îöåíêè (9) äàííîé ðàáîòû. Òåì íå
ìåíåå ðåçóëüòàòû [20] ñî âñåé îïðåäåëåííîñòüþ ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî â
ðÿäå ñëó÷àåâ óæå ïðè n �210 ïðèìåíåíèå âåñîâûõ ôóíêöèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ

ìîæåò ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííîìó âûèãðûøó â òî÷íîñòè îöåíèâàíèÿ.
Åñëè æå ãîâîðèòü î âåñîâûõ ôóíêöèÿõ âòîðîãî ïîðÿäêà, òî íàøè ðåêî-

ìåíäàöèè ñâîäÿòñÿ ê òîìó, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ïðÿìîóãîëüíîé âåñîâîé ôóíê-
öèè w x( ) íåæåëàòåëüíî: îíî ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîÿâëåíèþ çàìåòíûõ ôëóê-
òóàöèé îöåíêè f n

( ) ( ),3 � íå îòðàæàþùèõ èñòèííîãî ïîâåäåíèÿ îöåíèâàåìîé

áèñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè f ( ) ( ).3 �
Â ðåàëüíîé îáñòàíîâêå ïî ðàçíûì ïðè÷èíàì ìîæåò âîçíèêíóòü ñèòóà-

öèÿ, êîãäà â ïðåäëîæåííîé íàì äëÿ îáðàáîòêè ðåàëèçàöèè èìåþòñÿ ñèñòåìà-
òè÷åñêèå èëè ñëó÷àéíûå ïðîïóñêè. Ñèñòåìàòè÷åñêèå ïðîïóñêè( p ïðîïóñêîâ
ïîñëå êàæäûõ m îòñ÷åòîâ) ðàññìîòðåíû, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [5, ï. 4].

Àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííàÿ îöåíêà áèñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè f ( ) ( )3 �
äàíà çäåñü äëÿ m p52 .

4. Ïîñòðîåíèå îöåíêè ïî âûáîðêå áîëüøîãî îáúåìà. Ïðåäïîëîæèì òå-
ïåðü, ÷òî îáúåì âûáîðêè N íàñòîëüêî âåëèê, ÷òî îáðàáîòàòü åå íà ÝÂÌ öåëè-
êîì íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Â ýòîì ñëó÷àå ó íàñ íåò äðóãîãî âûõîäà,

2*
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êðîìå êàê ðàçáèòü èñõîäíóþ âûáîðêó íà ìàññèâû ìåíüøåãî îáúåìà, âû÷èñ-
ëèòü ïî êàæäîìó èç íèõ ïåðèîäîãðàììó òðåòüåãî ïîðÿäêà è çàòåì íàéòè
îñðåäíåííóþ (ïî ÷èñëó ìàññèâîâ) ïåðèîäîãðàììó, êîòîðàÿ (âìåñòî èñïîëü-
çóåìîé íàìè â ðàçä. 3 ïåðèîäîãðàììû (5)) è êëàäåòñÿ â îñíîâó âû÷èñëåíèÿ
îöåíêè f Q

N

( ) ( ), ,3 � �4 áèñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè.

Åñëè ÷èñëî îòñ÷åòîâ N ÑÑÏ X t( ) äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî äèñïåðñèÿ îöåí-
êè f

N

( ) ( )3 � áóäåò ìàëà. Ñìåùåíèå îöåíêè f
N

( ) ( ),3 � âîçíèêàþùåå çà ñ÷åò îñðåä-

íåíèÿ ïåðèîäîãðàììû ïî ÷àñòîòíîìó àðãóìåíòó, òàêæå ìîæåò áûòü ñäåëàíî
ïðåíåáðåæèìî ìàëûì çà ñ÷åò íàäëåæàùåãî âûáîðà îñðåäíÿþùåé âåñîâîé
ôóíêöèè w x( )è ÷èñëîâîãî ïàðàìåòðà h (ñì. ðàçä. 3). È ëèøü ñìåùåíèå îñðåä-
íåííîé (ïî ÷èñëó ìàññèâîâ) ïåðèîäîãðàììû ñ ðîñòîì îáúåìà âûáîðêè N íå
óáûâàåò: îíî ñîâïàäàåò ñî ñìåùåíèåì ïåðèîäîãðàììû, ïîñòðîåííîé ïî êàæ-
äîìó èç íàøèõ ìàññèâîâ ìåíüøåãî îáúåìà. Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñëå-
äóþùåé çàäà÷å: êàê óìåíüøèòü ñìåùåíèå ïåðèîäîãðàììû, ïîñòðîåííîé ïî
âûáîðêå ôèêñèðîâàííîé (íî íå ñëèøêîì ìàëîé) äëèíû?

Äëÿ n 3 2 îïðåäåëèì ïåðèîäîãðàììó òðåòüåãî ïîðÿäêà I n2 1 2( , )� � ñîîò-
íîøåíèåì

I C t X t itn n

t n

n

j

j j j j

j

2 1 2

2

2

1

3

( , ) ( ) ( )exp( ),� � � �� 	
� 	�
�� (10)

ãäå� � � �1 2 3 0 2
 
 � ( );mod

�( )

, ,
| | | |

( )

( | | ){(

t

t n
t nt t

n n

n t n

�

	 �

 	




	 	

1 1
3 6 3

2 2 1

2 2

2 3

2

| | ) }

( )
, ;

t

n n
t n

2

2

1

2 2 1
1 2

	



� �




�
�
�

�
�
�

(11)

Cn

n n

n n n n
�





 
 
 


70 2 1

1979 1785 1617 1675 504

2 3

2 8 6 4 2

( )

( )� (12)

èëè

�( )

, ,

t

t n
t

n

t

n

t

n

�

	 -
.
/

0
1
2 
 6

6
6 6

6
6 �

	6
6
6 6

6
6-

.

1 6 6 1

2 1

2 2

2

2 3

/
0

1
2 � �




�

�
�

�

�
�

3

1 2, ;t n

(13)

Cn

n

n n n
�


 
 


560

1979 77 170 84

7

2 8 4 2� ( )
.

(14)

Êàê è îêíî äàííûõ (6), îêíà (11) è (13) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû, à èõ
äèñêðåòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ôóðüå ÿâëÿþòñÿ ÿäðà (3) è (4) ñîîòâåòñò-
âåííî.
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Êàê è â ðàçä. 3, ïðåäñòàâèì áèñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü f ( ) ( )3 � â âèäå

f g ig( ) ( ) ( ) ( ),3
1 2� � �� 
 ãäå ôóíêöèè g jj ( ), , ,� �1 2 âåùåñòâåííû.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèé
g jj ( , ), , ,� �1 2 1 2� îãðàíè÷åíû (ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå) íåêîòîðîé ïîñòî-
ÿííîé K. Òîãäà äëÿ ïåðèîäîãðàììû I n2 ( ),� îïðåäåëåííîé ôîðìóëàìè (10)–
(12) èëè æå ôîðìóëàìè (10), (13) è (14), ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

sup
�

� �
4

		 �
Q

nI f O n2
3 2( ) ( ) ( ).( )

Çàêëþ÷åíèå. Â ðàçä. 2–4 äàííîé ðàáîòû ñîáðàíû âîåäèíî ðåçóëüòàòû è
ðåêîìåíäàöèè ïî áèñïåêòðàëüíîìó àíàëèçó ÑÑÏ, ðàíåå îïóáëèêîâàííûå â
[5–10, 12, 20]. Ïðèâåäåíû òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ (ñåìèèíâàðèàíòîâ è îòâå÷àþùèõ èì ñïåêòðàëüíûõ
ïëîòíîñòåé), óêàçàíû ñâîéñòâà ñèììåòðèè áèñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè
f ( ) ( ),3 � ñôîðìóëèðîâàíû òåîðåìû, êàñàþùèåñÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî (ïðè íå-

îãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè îáúåìà âûáîðêè) ïîâåäåíèÿ âñåõ ðàññìàòðèâàå-
ìûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíîê ôóíêöèè f ( ) ( ).3 � Â ðàñïîðÿæåíèå èññëåäîâàòåëÿ

ïðåäîñòàâëåíà ñîâîêóïíîñòü ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþùèõ â çàäàí-
íûõ óñëîâèÿõ ïîñòðîèòü íåïàðàìåòðè÷åñêóþ îöåíêó áèñïåêòðàëüíîé ïëîò-
íîñòè ñ áëàãîïðèÿòíûìè ñòàòèñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.
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