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Ïðåäëîæåíà íåëèíåéíàÿ ìîäåëü ïðîñòðàíñòâà, âîçíèêàþùåãî â ñîçíàíèè ÷å-
ëîâåêà ïðè çðèòåëüíîì âîñïðèÿòèè ïðåäìåòîâ â îêðóæàþùåì åãî åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå. Îáíàðóæåíî ñîâïàäåíèå íåëèíåéíîé ìîäåëè âèçóàëüíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ñ ìîäåëüþ ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî ïî Êëåéíó. Ïîêàçàíî, ÷òî îáà
ïðîñòðàíñòâà – Åâêëèäà è Ëîáà÷åâñêîãî – âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñâÿçàíû.

Ââåäåíèå. Â ðàáîòàõ [1, 2] ïðåäëîæåíà è èññëåäîâàíà ëèíåéíàÿ ìîäåëü
âèçóàëüíî âîñïðèíèìàåìîãî (ïåðöåïòèâíîãî) ïðîñòðàíñòâà. Äàíà îöåíêà èñ-
êàæåíèé ïðåäìåòîâ ïðè îòîáðàæåíèè âèçóàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà íà êàðòèí-
íóþ ïëîñêîñòü. Ïîêàçàíî, ÷òî íàèáîëüøèìè ïîãðåøíîñòÿìè îáëàäàåò êëàñ-
ñè÷åñêàÿ, èëè ðåíåññàíñíàÿ, ïåðñïåêòèâà, â îñíîâå êîòîðîé ëåæèò ãåîìåò-
ðè÷åñêàÿ îïòèêà. Íàéäåí âàðèàíò ïåðöåïòèâíîé ïåðñïåêòèâû, äîñòîâåðíî
ïåðåäàþùèé ãëóáèíó ïðîñòðàíñòâà è îáëàäàþùèé íàèìåíüøèìè èñêàæåíè-
ÿìè ïðè ðàñïîëîæåíèè êàðòèííîé ïëîñêîñòè â ñðåäíåé ïî óäàëåííîñòè îò íà-
áëþäàòåëÿ çîíå. Äîñòîèíñòâî ëèíåéíîé ìîäåëè – ïðîñòîòà ðåàëèçàöèè â
êîìïüþòåðíîé ãðàôèêå [3]. Îäíàêî ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ëèøü ïåð-
âûì ïðèáëèæåíèåì ê íàòóðàëüíîìó âèçóàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó. Îíà àäåêâàò-
íà áîëüøèì ðàññòîÿíèÿì äî ïðåäìåòîâ è ìàëûì ïîëÿì çðåíèÿ. Â äàííîé ðà-
áîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå áîëåå îáùåé íåëèíåéíîé ìîäåëè, ðàáîòà-
þùåé ïðè áîëüøèõ ïîëÿõ çðåíèÿ.

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå îïðåäåëåíèå ëèíèé, êàæóùèõñÿ ïàðàëëåëüíû-
ìè. Ïðîîáðàçîì ïàðàëëåëüíîãî ïó÷êà âèçóàëüíûõ ïðÿìûõ (ðèñ. 1, a) ÿâëÿåò-
ñÿ ðàñõîäÿùèéñÿ ïó÷îê ëó÷åé â ïðîñòðàíñòâå ïðåäìåòîâ (ðèñ. 1, b). Íàìè
áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à – îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ïîñëåäíèé ïó÷îê ãîìî-
öåíòðè÷åñêèì. Íà ãîðèçîíòàëüíîé äîðîãå (ñì. ðèñ. 1, b) íà îäíîé èç áîêîâûõ
ñòîðîí, èìåþùåé ñòðîãî ïðÿìîëèíåéíóþ è ÷åòêî âèäèìóþ ãðàíèöó OZ, â
òî÷êå O ñòîèò íàáëþäàòåëü. Íà íåêîòîðîì ñðåäíåì ðàññòîÿíèè îò íàáëþäàòå-
ëÿ (~ 6 ì) ïåðïåíäèêóëÿðíî ãðàíèöå OZ ïðîâåäåíà ëèíèÿ ww. Ïðÿìàÿ OZ
«ëåæèò» â ìåäèàëüíîé ïëîñêîñòè ãîëîâû è ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííîé. Äðóãàÿ
ïðÿìàÿ BC – ïîäâèæíà, îíà ïîÿâëÿåòñÿ íà çåìëå ïóòåì ïðîåêöèè èç öåíòðà A
ëèíåéêè, êîòîðóþ äåðæèò â ðóêå íàáëþäàòåëü.

Íà ïåðâîì ýòàïå ýêñïåðèìåíòà îïðåäåëÿëèñü ïàðàëëåëüíûå, ïðîõîäÿùèå
÷åðåç óäàëåííûå òî÷êè B çà ëèíèåé ww. Ïðè ïîìîùè âåðõíåãî êîíöà ëèíåéêè
íàáëþäàòåëü âèçèðóåò ïåðåíîñíûé ÷åòêî âèäèìûé «òî÷å÷íûé» çíàê B è,
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îòêëîíÿÿ íèæíèé êîíåö ëèíåéêè, óñòàíàâëèâàåò ïðÿìóþ BC ïàðàëëåëüíî OZ
â âèçóàëüíîì ïðîñòðàíñòâå (ñì. ðèñ. 1, a). Çàòåì îí óêàçûâàåò ïîìîùíèêó,
ãäå çàôèêñèðîâàòü òî÷êó C1 ïðÿìîé BC íà ïåðïåíäèêóëÿðå ww â ïðîñòðàíñò-
âå ïðåäìåòîâ ñ ïîìîùüþ âòîðîãî ïåðåíîñíîãî òî÷å÷íîãî çíàêà. Â çàâåðøå-
íèå îïûòà ÷åðåç òî÷êè B è C1 ïðîâîäèòñÿ ïðÿìàÿ äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðîäîëæå-
íèåì ëèíèè OZ â òî÷êå O�, êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ çà ñïèíîé íàáëþäàòåëÿ.

Â ýêñïåðèìåíòå ïðèíÿëî ó÷àñòèå ïÿòü ÷åëîâåê. Êàæäîìó èç íèõ áûëî
ïðåäëîæåíî îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííûõ òî÷åê B
íà ðàçëè÷íûõ óäàëåíèÿõ (10–100 ì) çà ëèíèåé ww â ïðåäåëàõ íåáîëüøîãî
ïîëÿ çðåíèÿ ( ).10 15� � Ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ äëÿ ðàçíûõ óðîâíåé ãëàç îò-
íîñèòåëüíî çåìëè. Â ðåçóëüòàòå áûëè âûÿâëåíû ñëåäóþùèå çàêîíîìåðíîñòè
çðèòåëüíîãî âîñïðèÿòèÿ:

1) ïðÿìûå, êàæóùèåñÿ ïàðàëëåëüíûìè ëèíèè OZ è ïðîõîäÿùèå ÷åðåç
ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííûå òî÷êè B íà çåìëå, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé è òîé
æå (ñ íåáîëüøèìè îòêëîíåíèÿìè â íåñêîëüêî ñàíòèìåòðîâ) òî÷êå O�, ðàñïî-
ëîæåííîé çà íàáëþäàòåëåì íà ðàññòîÿíèè OO d� � ;

2) ïîëîæåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ íå çàâèñèò îò óðîâíÿ ãëàç îòíîñèòåëüíî
çåìëè;

3) ðàññòîÿíèå d ÿâëÿåòñÿ ëè÷íîñòíîé êîíñòàíòîé íàáëþäàòåëÿ (â ýêñïå-
ðèìåíòå ýòà êîíñòàíòà âàðüèðîâàëà îò 3 äî 6 ì).

Íà âòîðîì ýòàïå ýêñïåðèìåíòà, ïîñëå òîãî êàê áûëà îïðåäåëåíà ïðÿìàÿ
O B� è ñäåëàíà çàñå÷êà C1 íà ïåðïåíäèêóëÿðå ww, ðàññòîÿíèå äî ïåðïåíäèêó-
ëÿðà óìåíüøèëè ïðèìåðíî âäâîå è ñäåëàëè «ïàðàëëåëüíóþ» ïðîåêöèþ òî÷-
êè C1. Òåïåðü ïðÿìàÿ O C�1 1, ïàðàëëåëüíàÿ OZ, ïåðåñåêëà íîâûé ïåðïåíäè-
êóëÿð â òî÷êå C2. Óñòàíîâëåí ôàêò, ÷òî ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ ðàññòîÿíèÿ z
òî÷êà O� ïåðåìåùàåòñÿ â íàïðàâëåíèè ê � �. Ïîñòðîåííàÿ ëèíèÿ BC4 èìååò
ñ ïðÿìîé OZ îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð OC4, âñþäó êàæåòñÿ ïàðàëëåëüíîé OZ
(ñì. ðèñ. 1, a),íî â äåéñòâèòåëüíîñòè ñ íåé ðàñõîäèòñÿ. Òàêîå âîçìîæíî òîëü-
êî ïðè íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè âèçóàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Ðèñ. 1. Îïûòíîå îïðåäåëåíèå ëèíèé, âèäèìûõ ïàðàëëåëüíûìè: âèçóàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ( ),a

ïðîñòðàíñòâî ïðåäìåòîâ ( )b



Îòìåòèì, ÷òî â íàøåì ýêñïåðèìåíòå ôèêñàöèÿ òî÷êè è ïðîñëåæèâàíèå
ñëåäà ëèíåéêè íà çåìëå áûëè ìîíîêóëÿðíûìè. Ýòè îïåðàöèè, ïîäîáíî ïðè-
öåëèâàíèþ, íåâîçìîæíî âûïîëíèòü áèíîêóëÿðíî, ïîñêîëüêó âîçíèêàåò
äâîåíèå èçîáðàæåíèé. Äàëåå ïðè ïðîñëåæèâàíèè ëèíèè îò òî÷êè B äîC 4,ò. å.
ïðè áîëüøèõ óãëîâûõ ïåðåìåùåíèÿõ (äî90�â ñòîðîíóC 4),âîçíèêàåò âðàùå-
íèå ãëàç, ñîïðîâîæäàåìîå íåîäíîêðàòíûì ïîâîðîòîì ãîëîâû. Ñ íàøåé òî÷êè
çðåíèÿ, èìåííî òàêèì äâèæåíèÿì ãëàç ñëåäóåò ïðèäàòü çíà÷åíèå ïðè ôîðìè-
ðîâàíèè ïðîñòðàíñòâà èçîáðàæåíèé.

Ëèíåéíàÿ ìîäåëü âèçóàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ
ïåðâîãî ýòàïà ýêñïåðèìåíòà â [2] ïîñòðîåíà è èññëåäîâàíà ëèíåéíàÿ ìîäåëü,
äëÿ êîòîðîé õàðàêòåðíî ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå âèäà
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ãäå Pp p p px y z� [ , , ] – ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè ïðîñòðàíñòâà èçîáðàæåíèÿ; P �
� [ , , ]x y z – ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè ïðîñòðàíñòâà ïðåäìåòîâ; z 0 – ðàññòîÿíèå äî
âèðòóàëüíîé êàðòèííîé ïëîñêîñòè; f zp ( ) – ôóíêöèÿ ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ.

Â ðàáîòå [2] ïîêàçàíî, ÷òî ïîëîæåíèå êàðòèííîé ïëîñêîñòè z 0 çàäàåò
ìàñøòàá îáúåìíîãî èçîáðàæåíèÿ. Ôóíêöèþ ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
èç (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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ãäå m z d� �1 0 – ìàñøòàáíûé êîýôôèöèåíò. Ðàññòîÿíèå äî òî÷êè Pp â âèçó-
àëüíîì ïðîñòðàíñòâå èç (1) ñ ó÷åòîì (2) z z zdm z dp ( ) ( )� � èëè

m

z z f z dp ( )
,� � �1 1 1 (3)

ãäå f – ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå â êëàññè÷åñêîé «ôîðìóëå òîíêîé ëèíçû», à d èã-
ðàåò ðîëü ðàññòîÿíèÿ äî èçîáðàæåíèÿ. Ôîðìóëà îïèñûâàåò ðåäóöèðîâàííóþ
ìîäåëü àêêîìîäèðóþùåãî ãëàçà, â êîòîðîé èñêëþ÷åíû ïîñòîÿííûå ïðåëîì-
ëÿþùèå ñèëû(� 40 äïòð ðîãîâèöû è 20 äïòð õðóñòàëèêà). Îíè íå ó÷àñòâóþò â
îïðåäåëåíèè äàëüíîñòè äî ïðåäìåòîâ è íåîáõîäèìû òîëüêî äëÿ óìåíüøåíèÿ
äëèíû ãëàçà. Äëÿ ñðàâíåíèÿ çäåñü óìåñòíî ïðèâåñòè óïðîùåííóþ ôîðìóëó
îïòè÷åñêîé ñèëû ãëàçà � èç ðàáîòû [4]:

� � �1

z

n

L
,

ãäå n � 1,416 – ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ; L � 23,4 ìì – äëèíà ãëàçà. Ïðè z � �
� � 60,5 äïòð.

Èòàê, ôîðìèðóÿ âèçóàëüíîå ïðîñòðàíñòâî, çðèòåëüíàÿ ñåíñîðíàÿ ñèñòå-
ìà ðàáîòàåò ñ ïåðåìåííûì ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì f z z mp� ( ) èç (3). Ïðè
âîñïðèÿòèè ïðåäìåòîâ íà áåñêîíå÷íîñòè f d� , à z dmp ( ) .� � Òàêèì îáðà-
çîì, âî-ïåðâûõ, ëè÷íîñòíàÿ êîíñòàíòà íàáëþäàòåëÿ d ,îïðåäåëåííàÿ â ýêñïå-
ðèìåíòå, ïðèîáðåòàåò ñìûñë ãèïåðôîêàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ èëè íà÷àëà áåñêî-
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íå÷íîñòè [5]. Ïðè äèàìåòðå çðà÷êà D � 3ìì è óãëîâîé ðàçðåøàþùåé ñïîñîá-
íîñòè ãëàçà � � � �2 4 ãèïåðôîêàëüíîå ðàññòîÿíèå d D� �� 2,6–5,2 ì, ÷òî
ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòà. Âî-âòîðûõ, âèçóàëüíîå ïðîñòðàí-
ñòâî íà ìîäåëè îêàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ïî äàëüíîñòè âåëè÷èíîé zp ( )� �
� � �dm z d0 . Âåëè÷èíà z 0 ÿâëÿåòñÿ ïñèõîìåòðè÷åñêîé êîíñòàíòîé è èãðàåò
ðîëü ìàñøòàáèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà äëÿ åñòåñòâåííîñòè âîñïðèÿòèÿ.

Íåëèíåéíàÿ ìîäåëü âèçóàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Îñíîâîé äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ:

à) îïûòíûå äàííûå âòîðîãî ýòàïà ýêñïåðèìåíòà;
á) àêêîìîäàöèîííûå ñâîéñòâà ãëàçà, ïðåäñòàâëåííûå ðåäóöèðîâàííîé

ìîäåëüþ ñîãëàñíî (3);
â) âðàùàòåëüíûå äâèæåíèÿ ãëàçà, êîòîðûå ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû â [6].
Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî ïðåäìåòîâ çàäàíî â äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñ-

òåìå êîîðäèíàò, íà÷àëî êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì âðàùåíèÿ ãëàçà. Ãëàâ-
íîé îñüþ ñ÷èòàåòñÿ îñü OZ, êîòîðàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ëèíèè íåïîäâèæíûõ
ïëå÷ íàáëþäàòåëÿ, ïàðàëëåëüíûõ îñè OX (ñì. ðèñ. 1). ×åðåç ðàäèóñ-âåêòîð
ëþáîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà P � [ , , ]x y z ïðîõîäèò ëó÷, ïðèíàäëåæàùèé ãîìî-
öåíòðè÷åñêîìó ïó÷êó ïðîåêöèè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïðè ôèêñàöèè
òî÷êè P çðèòåëüíàÿ îñü ãëàçà ïðîõîäèò ÷åðåç ýòó òî÷êó, à âäîëü îñè ïðîèñõî-
äèò «íàâîäêà íà ðåçêîñòü» â ñîîòâåòñòâèè ñ (3). Òîãäà ïðîåêòèâíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå ïðîñòðàíñòâà ïðåäìåòîâ áóäåò ïîäîáíî (1):

P P PS S

c

r d
f r� �

�
( ), (4)

ãäå PS S S Sx y z� [ , , ] – ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè ïðîñòðàíñòâà èçîáðàæåíèé; c �
� � �r d0 ðàäèóñ ñôåðû, êîòîðàÿ îãðàíè÷èâàåò ïðîñòðàíñòâî èçîáðàæåíèé;

r0 �ïñèõîìåòðè÷åñêàÿ êîíñòàíòà, ïîäîáíàÿ z 0 èç (1); r x y z� � � �| |P 2 2 2 –

ïîëÿðíûé ðàäèóñ òî÷êè ïðîñòðàíñòâà ïðåäìåòîâ; f rS ( )– ôóíêöèÿ ïðîåêòèâ-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïóñòü rS S� �| |P ïîëÿðíûé ðàäèóñ òî÷êè ïðîñòðàíñòâà
èçîáðàæåíèé, òîãäà äëÿ ïîëÿðíûõ ðàäèóñîâ èç (4) ñëåäóåò

rS

rc

r d
�

�
. (5)

Ïðè ìàëûõ ïîëÿõ çðåíèÿ, êîãäà r z� , ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå (1) ìàëî
îòëè÷àåòñÿ îò íåëèíåéíîãî (4) èëè (5). Ïîýòîìó ñâîéñòâà ëèíåéíîé ïåðöåï-
òèâíîé ïåðñïåêòèâû ñïðàâåäëèâû äëÿ ðàáî÷åãî ïîëÿ ãëàçà âîêðóã çðèòåëü-
íîé îñè. Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî âðàùåíèå çðèòåëüíîé îñè ïåðåìåùàåò
ìàëîå ðàáî÷åå ïîëå çðåíèÿ, ôîðìèðóÿ ïðîñòðàíñòâî èçîáðàæåíèé âíóòðè
øàðà ñ ðàäèóñîì r cS ( ) .� �

Ïðîâåäåì òåîðåòè÷åñêèé «ýêñïåðèìåíò» ñ ëèíèÿìè, êàæóùèìèñÿ ïàðàë-
ëåëüíûìè íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ, êàê íà ðèñ. 1. Ïóñòü, êàê è â íàòóðíîì ýêñïå-
ðèìåíòå, ãëàâíàÿ îñü ïàðàëëåëüíà îñè OZ, à ëèíèÿ ïëå÷ íàáëþäàòåëÿ ïàðàë-
ëåëüíà îñè OX. Ïóñòü óðîâåíü ãëàç îòíîñèòåëüíî çåìëè y h� . Çàäà÷à: îïðå-
äåëèòü ëèíèþ íà çåìëå, êîòîðàÿ âîñïðèíèìàåòñÿ ïàðàëëåëüíîé îñè OZ;
âèäèìàÿ øèðèíà ëèíèè w c� .
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Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì (4) äëÿ îïðåäåëåíèÿ àáñöèññû x S ïðÿ-
ìîé â ïðîñòðàíñòâå èçîáðàæåíèé:

x wS

xc

x h z d

� �
� � �2 2 2

. (6)

Ðàñêðûâàÿ (6), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà:

[ ] ( ) .c w x w z cdwx d h w2 2 2 2 2 2 2 22 0� � � � � � (7)

Ýòî åñòü ãèïåðáîëà ñ öåíòðîì íà îñè OX è àñèìïòîòîé

z x
c

w

d� �cos ,
cos

�
�

(8)

ãäå � – óãîë íàêëîíà àñèìïòîòû ê îñè OZ. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû ãèïåðáîëû 1,
àñèìïòîòà 2 è ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå 3. Ðàñ÷åò âûïîëíåí ïî ôîðìóëàì (7) è
(8) äëÿ ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðîâ: c � 8 ì, d � 6 ì, h � 1,6 ì, w � �2 ì.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèâîäÿò ê ðÿäó çàìå÷àíèé è âûâîäîâ. Çàìåòèì,
÷òî ïðåîáðàçîâàíèå (4) îáúÿñíÿåò àëëåéíûé ýêñïåðèìåíò Ãèëëåáðàíäà [7], â
êîòîðîì ëèíèè, ñîñòàâëåííûå èç òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ ñâåòà, êàçàëèñü ïà-
ðàëëåëüíûìè «àëëåÿìè», õîòÿ â íàòóðå áûëè ñðàâíèìû ñ ãèïåðáîëàìè.

Ïðè ìàëûõ óãëàõ àñèìïòîòû ãèïåðáîë (8) ïåðåñåêàþò îñü OZ ïðàêòè÷å-
ñêè â îäíîé òî÷êå O � íà ðàññòîÿíèè OO d� � (ñì. ðèñ. 2). Ïðè ïîëÿõ çðåíèÿ
2 10 15� � � � ïîãðåøíîñòü â îïðåäåëåíèè d íå ïðåâûøàåò 0,4–1,0 %. Çàìåòèì,
÷òî ïîëîæåíèå òî÷êèO �íå çàâèñèò îò h. Äàëåå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå 3 ëåæàò
âíóòðè êðóãà ðàäèóñà c, ïðè÷åì òî÷êè íà ãðàíèöå êðóãà íå ïðèíàäëåæàò ïðÿ-
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ìûì. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, íàïðèìåð, ÷òî ëó÷ ïðîåêöèè OA îêàçûâàåòñÿ ïà-
ðàëëåëüíûì àñèìïòîòå ãèïåðáîëû.

Òàêèì îáðàçîì, íà ïåðâîì ýòàïå ýêñïåðèìåíòà ïî êàæóùåéñÿ ïàðàëëåëü-
íîé ïðîåêöèè óäàëåííûõ òî÷åê (ñì. ðèñ. 1) ìû îïðåäåëÿëè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ
O �àñèìïòîò ãèïåðáîë (8), à íà âòîðîì ýòàïå – ñòðîèëè ñàìó ãèïåðáîëó ïóòåì
êóñî÷íî-ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè. Çíà÷èò, ëèíåéíàÿ ìîäåëü âèçóàëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì èëè «àñèìïòîòè÷åñêèì» ñëó÷àåì áîëåå îá-
ùåé íåëèíåéíîé ìîäåëè. È, íàêîíåö, ñàìà íåëèíåéíàÿ ìîäåëü – ýòî ìîäåëü
ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî â èíòåðïðåòàöèè Êëåéíà [8].

Ìîäåëü Êëåéíà è âèçóàëüíîå ïðîñòðàíñòâî. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå íåëüçÿ íàéòè ïîâåðõíîñòè, âíóòðåííÿÿ ãåîìåòðèÿ êîòîðîé ñîâïàäàëà áû
ñ ãåîìåòðèåé âñåé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî. Íî ïîñòðîèòü ìîäåëè ïëîñêîñòè
è ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî ìîæíî. Â 1871 ãîäó Ô. Êëåéí ïîêàçàë îäíó èç
íèõ, è ñ íåþ ìû õîòèì ñîïîñòàâèòü íåëèíåéíóþ ìîäåëü âèçóàëüíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà.

Ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî íà ïëîñêîñòè òîæäåñòâåííà ñ ãåîìåòðèåé íà åâ-
êëèäîâîé ñôåðå ñ ìíèìûì ðàäèóñîì ic x y z c: .2 2 2 2� � � � Îòîáðàçèì ìíè-

ìóþ ñôåðó íà äåéñòâèòåëüíóþ îáëàñòü. Äëÿ ýòîé öåëè ïðîèçâåäåì ïðåîá-
ðàçîâàíèå êîîðäèíàò y iy� . Ñôåðå òåïåðü áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü äâóõïî-

ëîñòíûé ãèïåðáîëîèä 1: x y z c2 2 2 2� � � � , ñ àñèìïòîòè÷åñêèì êîíóñîì 2:

x y z2 2 2 0� � � (ðèñ. 3). Ïîñòðîèì ïëîñêîñòü E y c: ,� êîòîðàÿ êàñàåòñÿ âåðõ-
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Ðèñ. 3. Èçîáðàæåíèå ïëîñêîñòåé Åâêëèäà è Ëîáà÷åâñêîãî íà ôóíäàìåíòàëüíîì êðóãå: 1 –

äâóõïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä, 2 – àñèìïòîòè÷åñêèé êîíóñ, 3 – êðóã, Å – åâêëèäîâà ïëîñêîñòü



íåé ïîëîñòè ãèïåðáîëîèäà. Ïóòåì ïåðåñå÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî êîíóñà ñ
ïëîñêîñòüþ E ïîëó÷èì ôóíäàìåíòàëüíîå êîíè÷åñêîå ñå÷åíèå (êðóã) 3:
x z c2 2 2� � . Ñïðîåöèðóåì èç âåðøèíû êîíóñà âñå � 2 òî÷åê ãèïåðáîëîèäà íà

êðóã è ïîëó÷èì ìîäåëü ìíèìîé ñôåðû Êëåéíà.
Òàêèì îáðàçîì, â ìîäåëè Êëåéíà ãëàâíîé ïëîñêîñòüþ Ëîáà÷åâñêîãî ÿâ-

ëÿåòñÿ âíóòðåííîñòü êðóãà íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. Ïðÿìûìè ñ÷èòàþòñÿ
õîðäû ñ èñêëþ÷åííûìè êîíöàìè. Äâèæåíèå – ëþáîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ïðåîáðàçîâàíèå êðóãà â êðóã è õîðä â õîðäû. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òî÷íî òàêèå æå
îïðåäåëåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü è äëÿ ëþáîé ïëîñêîñòè âèçèðîâàíèÿ, ñîäåðæà-
ùåé çðèòåëüíóþ îñü. Äëÿ ïîëÿ çðåíèÿ ïî ãîðèçîíòàëè 180� ýòî – âíóòðåí-
íîñòü ïîëóêðóãà (ñì. ðèñ. 2). Ïðÿìûå – ýòî õîðäû èëè ÷àñòè õîðä ñ èñêëþ÷åí-
íûìè êîíöàìè, ïðè÷åì ïðÿìûå ïîÿâëÿþòñÿ êàê ðåçóëüòàò ïðîåêòèâíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ åâêëèäîâûõ ãèïåðáîë. Ìîäåëè ïðîñòðàíñòâà ïîëó÷àþòñÿ
àíàëîãè÷íî, åñëè âçÿòü âíóòðåííîñòü øàðà. Â ýòîì ñëó÷àå ê ïðÿìûì äîáàâëÿ-
þòñÿ ïëîñêîñòè â âèäå ïëîñêèõ êðóãîâ, íå ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îïòè÷åñêèé
öåíòð ãëàçà (öåíòð øàðà). Ïëîñêîñòè åñòü ðåçóëüòàò ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ åâêëèäîâûõ ãèïåðáîëîèäîâ âðàùåíèÿ.

Ïðè òàêèõ îïðåäåëåíèÿõ âñå àêñèîìû Åâêëèäà íà ëþáîé ïëîñêîñòè âû-
ïîëíÿþòñÿ, êðîìå àêñèîìû î ïàðàëëåëüíûõ. ×åðåç ëþáóþ òî÷êó âíå õîðäû
ìîæíî ïðîâåñòè áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ëó÷åé, íå ïåðåñåêàþùèõ çàäàííóþ.
Äâà ïðåäåëüíûõ ëó÷à ñ÷èòàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè õîðäå. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàí
îäèí èç íèõ – ëó÷ OA, ïàðàëëåëüíûé ïðÿìîé AB. Åñëè � – óãîë ïàðàëëåëüíî-
ñòè, à b – äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà OB ê ïðÿìîé AB, òî èìååò ìåñòî ôîðìóëà
Ëîáà÷åâñêîãîtg( ) exp( ),� 2 � �b c ãäå ñ – «ìíèìûé» ðàäèóñ. Â ìîäåëè Êëåé-
íà ýòó ôîðìóëó ëåãêî ïîëó÷èòü, åñëè âû÷èñëÿòü äëèíó ïåðïåíäèêóëÿðà OB
êàê íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì äâîéíîãî îòíîøåíèÿ ÷åòûðåõ òî÷åê: äâå òî÷êè Î
è B – ýòî êîíöû ïåðïåíäèêóëÿðà, à äâå îñòàëüíûå òî÷êè M è N – èñêëþ÷åííûå
êîíöû õîðäû, ñîäåðæàùåé ïåðïåíäèêóëÿð. Ïðè ýòîì

b
c MB

MO

NB

NO
� �

	



�
�



2
ln : .

(9)

Ó÷òåì, ÷òî MB MO OB� � , NB NO OB� � ,OB AO� cos� è MO NO AO� � �
� c. Èç (9)

b c
c c�

�

	




�

�


 � � ��

�2

1

1 2
2 2ln ln (( ( )) ) ln(

cos

cos

�

�
�ctg tg( )) ,� 2

(10)

èëè tg( ) exp( ).� 2 � �b c

Â öåíòðå êðóãà íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè E ìûñëèòñÿ ðàñïîëîæåííûì
ãëàç íàáëþäàòåëÿ (ñì. ðèñ. 3). Âäîëü çðèòåëüíîé îñè åâêëèäîâà òî÷êà A ïðîå-
öèðóåòñÿ â òî÷êó B, êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ â ôóíäàìåíòàëüíîì êðóãå 3. Òî÷êà B
ïóòåì ïðîåêöèè èç âåðøèíû êîíóñà 2 îäíîçíà÷íî ïåðåâîäèòñÿ â ãèïåðáîëè-
÷åñêóþ òî÷êó C. Ñóùåñòâóåò è îáðàòíîå îäíîçíà÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ïî-
ýòîìó îáà ïðîñòðàíñòâà – Åâêëèäà è Ëîáà÷åâñêîãî – îêàçûâàþòñÿ âçàèìíî
îäíîçíà÷íî ñâÿçàííûìè.

Ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ óäàëåííîñòè ïðåäìåòîâ â âèçóàëüíîì ïðîñòðàí-
ñòâå îò óäàëåííîñòè â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç� ãèïåðáîëè-
÷åñêîå ðàññòîÿíèå äî òî÷êè C , îïðåäåëÿþùåå çðèòåëüíîå îùóùåíèå óäàëåí-
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íîñòè òî÷êè A, à ÷åðåç r – åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå äî òî÷êè A (ñì. ðèñ. 3).
Ñîãëàñíî (5) åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå äî òî÷êè B â êðóãå 3 ðàâíî OB rS� �
� �rc r d( ). Èñïîëüçóÿ (9) è (10), ïîëó÷èì

� �
�

	




�

�


 � ��

	



�
�



� �

� �

c r r d

r r d

c r

d2

1

1 2

2
1ln ln .

( )

( )

Ïðè r � � îùóùàåìàÿ óäàëåííîñòü � òàêæå ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè è
ëèøü íà ìîäåëè îáðåòàåò êîíå÷íóþ âåëè÷èíó. Íåëèíåéíàÿ ìîäåëü – ýòî îäíî
è òî æå èçîáðàæåíèå äâóõ ïðîñòðàíñòâ: ïðîñòðàíñòâà ïðåäìåòîâ Åâêëèäà è
âèçóàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ãåîìåòðèåé Ëîáà÷åâñêîãî.

Ìû íå áóäåì äàëåå ðàññìàòðèâàòü ñâîéñòâà ôèãóð è ïðåäìåòîâ â íåëè-
íåéíîé ìîäåëè âèçóàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà – ýòî ïðåäìåò îòäåëüíîé ðàáîòû.
Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî íà ìîäåëè òàêæå ëåãêî îáúÿñíÿåòñÿ è ýêñïåðèìåíò ñ ïà-
ðàëëåëüíûìè è ýêâèäèñòàíòíûìè «àëëåÿìè» Áëþìåíôåëüäà [7].

Çàêëþ÷åíèå. Íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïðåäëîæåíà íåëè-
íåéíàÿ ìîäåëü âèçóàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, âîçíèêàþùåãî â ñîçíàíèè ÷åëîâå-
êà ïðè çðèòåëüíîì âîñïðèÿòèè îêðóæàþùåãî ìèðà. Ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò
ïðîñòðàíñòâî èçîáðàæåíèé, êîòîðîå ïîëó÷àþò ïðè ïîìîùè ïðîåêòèâíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Îáíàðóæåíî ñîâïàäåíèå íåëè-
íåéíîé ìîäåëè ñ ìîäåëüþ ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî ïî Êëåéíó â îïðåäåëå-
íèè ïëîñêîñòè, ïðÿìîé è äâèæåíèé. Òîæäåñòâåííîñòü ìîäåëåé äàåò îñíîâà-
íèå ñ÷èòàòü, ÷òî âèçóàëüíîå ïðîñòðàíñòâî èìååò íååâêëèäîâó ìåòðèêó. ×åðåç
èçîáðàæåíèå íà ìîäåëè îáà ïðîñòðàíñòâà – Åâêëèäà è Ëîáà÷åâñêîãî – îêàçû-
âàþòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñâÿçàííûìè.
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