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ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ СИММЕТРИЧНЫХ 
УСТОЙЧИВЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ МЕТОДОМ МОМЕНТОВ 

Методом моментов получены простые оценки параметров симметричных 
устойчивых распределений. Выведены теоретические асимптотически точные 
с ростом объема выборки формулы для смещений и рассеяний оценок, грани-
цы применимости которых определены моделированием. Проведен сравни-
тельный анализ оценок. 

Постоянно растущие требования к точности описания вероятностными 
моделями реальных данных все чаще вынуждают обращаться к негауссовс-
ким моделям. Характерным примером в этом плане могут служить устойчи-
вые распределения вероятностей, которые в последнее время стали исполь-
зовать при анализе телекоммуникационных трафиков [1], эконометрических 
данных [2] и геофизических наблюдений [3], при описании случайных ра-
диофизических сигналов [4] и т. д. Интерес к этим моделям связан прежде 
всего с тем, что они составляют полный класс предельных распределений 
для линейно нормированных сумм независимых одинаково распределенных 
случайньпс величин. Однако их более широкое применение сдерживается 
тем, что плотности вероятностей устойчивых распределений в общем случае 
не выражаются через элементарные функции. Это приводит, в частности, к 
практически неприемлемым на сегодняшний день вычислительным затра-
там при оценивании параметров распределений методом максимального 
правдоподобия. Поэтому весьма актуальным является поиск более простых 
оценок. 

В данной работе методом моментов получены несколько простых оценок 
параметров симметричных устойчивых распределений, проведен их статис-
тический анализ и сравнение между собой. 

Оценки на основе логарифмических моментов. Характеристическая 
функция симметричной устойчивой сл5"1айной величины Y(a,b,a) имеет 
вид [4]: 

е ( ы ) = е х р ( 7 ш - 6 | ы | " ) , а е ( - « ) , « ) ) , й > 0 , а е (0 ,2 ] . (1 ) 

Гауссовские случайные величины получаются mY(a,b,a)как частный слу-
чай при а = 2, случайные величины Коши - при а = 1. Это единственные слу-
чайные величины из симметричных устойчивьпс, плотности вероятностей 
которых выражаются через элементарные функции. При а < 2 случайная ве-
личина 7( а, 6, а ) не имеет моментов выше а . Параметр а распределения (1) -
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медиана: а - med7( а, й, а ). Параметр b характеризует ширину плотности ве-
роятностей симметричного устойчивого распределения: 

^-(1^(0.75)-^^(o.25)) /2 = | m e d | 7 ( 0 , 

где срединное (вероятное) отклонение; Y,^ - квантиль порядкар случай-
со 

нойвеличины7(й[,/),а);А,„-кореньуравнения - ехр[-(д:Д„ =1. 
я о 

Характеристический показатель а определяет тяжесть хвостов распределе-
ния: Р[7(0,й,а)>д:]=0(;с"") , Jc-> 00, а < 2 . 

В дальнейшем будем полагать а - О, так как выборочные значения всегда 
можно центрировать на выборочную медиану, которая является достаточно 
хорошей оценкой параметра сдвига а, лишь незначительно уступающей по 
эффективности оценке максимального правдоподобия [5]. При известном а 
(например, из физических соображений [3]) оценить параметр b можно по 
методу квантилей: Ь* = где Ŷ  - выборочная квантиль п о р я д к а + 

со 

+ - |exp(-jc" ) Л . Однако основную трудность представляет совместное 
о * 

оценивание параметров а и й распределения (1), которое наиболее актуально 
в практических приложениях. 

Рассмотрим характеристическую функцию случайной величины ^ = 
= 1п|7(0,й,а) | : 

п о X 

где 
е , ( м ; а , Р ) = Э^"/"Г(1-;«/а) (3) 

- характеристическая функция двойного показательного распределения; 
Г(-) - гамма-функция. Подставляя (3) в (2), получаем характеристическую 
функцию величины ^ в виде 

, (4) 
Г(1 - ju)cos(jun/2) 

Отсюда по известной формуле 
,к 

du' 
и = 0 

находим кумулянты х ^ случайной величины 

Х , = ( С + 1 п й ) / а - С , 
(5) 
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где С = 0,5772... - постоянная Эйлера; ^(jc) - дзета-функция Римана [6]. За-
меняя в (5) теоретические кумулянты х t на выборочные % \ , получаем целый 
набор оценок для параметров а и Ь : 

а* = { x j m x k - m + l - ' +(-2)-' -

б ' = е х р { а ' ( х ; + С ) - С } . 
(6) 

Аналогичная идея получения оценок устойчивых распределений в более 
частном виде использована в [4], где найдены дисперсии некоторых функций 
от оценок (6). 

Наиболее простые из оценок (6) имеют вид: 

а ] - л 7 2 , г»! =exp{aI(w* + C ) - C } , (7) 

где 7И* и ц 2 - соответственно выборочные среднее и дисперсия случайной ве-
личины Раскладывая статистики (7) в ряд Тейлора по степеням т и Цг 
вблизи теоретических значений среднего т и дисперсии iXj и ограничиваясь 
первыми членами разложения, получаем выражения для смещений 

| 3 ( a j ) = M a i - a = — 
2п 2 я 

2 
Л И 

f . я 
S+ 

а 1 ч 

3as 

и рассеяний 

271' 

я п (8) 

оценок (7). В (8) 5 = С + 1пй; М - оператор математического ожидания; -
центральные моменты случайной величины п ~ объем независимой вы-
борки значений ^,по которой производится оценивание параметров а я Ь. 

Оценки на основе тригонометрических моментов. По определению 
характеристическая функция симметричной устойчивой случайной величи-
ны 7(0, ^>,а) выражается через среднее значение косинуса 

е ( ы ) = М с о 8 { ы 7 ( 0 , 6 , а ) } = е „ . (9) 

Выбирая различные и и заменяя теоретические тригонометрические момен-
ты 6 „ их выборочными аналогами 6* из (9), получаем следующий набор 
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оценок для параметров а и 6: 

а* = In ' |« /v | ln 
1пв: (10) 

* ' 

In 

b ' ^ - ^ (11) 

i ^ r ' ' 

Наиболее простой вид оценки (10), (11) имеют при и = е= ехр (1), v=л; = 1: 

• 1 . . , . . (12) 
а 2 = 1 п — Z ) 2 = - l n e i . 

InO, 

Аналогично оценкам (7) находим выражения для смещений 

9^1п^9„ J 

и рассеяний 
- 2 9 ^ ^ 1 + 9 2 » - 2 9 ^ 

9„9>9„1п9^ J 

2«9i 

оценок а* (10)hZ»2 (12). 
Сравнение оценок. Из анализа выражений (8), (13) следует, что точ-

ность полученных оценок существенно зависит от истинных значений пара-
метров а и й.Чтобы определить области значений параметров, где одна оцен-
ка точнее другой, введем понятие выигрыша оценки параметра а (7) по срав-
нению с оценкой (\2)%^=V(a*2)/Г(а j) и выигрыша оценки параметра 6(7) 
по сравнению с оценкой (12) х Й = Vib^)lv{b\). 

На рис. 1 показано характерное поведение выигрышей х „ в зависимости 
от значений параметра а для различных значений параметра Ь\ кривая 1 -
b =1, кривая 2-Ь = 0,3, кривая 3-Ь- 0,05. При больших b > 1 оценка а j (7) 
имеет меньшее рассеяние по сравнению с оценкой а 2 (12) при любых значе-
ниях а . Вьшгрьш1х ц в этом случае возрастает при а -> Оиа -> 2. Однако при 
малых b < 0,5 оценка а , проигрывает а j по величине рассеяния при а -> 2. 

23 



о 0 ,5 1,0 1,5 а 

Рис. 1. Выигрыш оценки а (7) по сравнению 
с (12) 

о 2 л Ь 

Рис. 2. Выигрыш оценки b (7) по сравнению 
с (12) 

На рис. 2 изображены выигрыши % ^ в зависимости от значений парамет-
ра b для разных а : кривая 1 - а = 2, кривая 2 - а = 1, кривая 3 показывает пре-
дельное поведение % ь при а ^ 0. Из рисунка видно, что оценка b*i (7) имеет 
меньшее рассеяние, чем Ь\{\2), для любых b при а < 1. Однако при а > 1 оцен-
ка Ь\ оказывается предпочтительней для небольших значений Ь. Так, при 
а =2 оценка Ь*2 имеет меньшее рассеяние, чем Ь], для значений Ь<4. 

Моделирование. С целью определения границ применимости получен-
ных асимптотически точных при и -> оо выражений для смещений и рассея-
ний оценок проводилось моделирование алгоритмов оценивания (7) и (12) 
при разных наборах параметров а и 6. Оказалось, что скорость сходимости 
модельных точек к теоретическим кривым (8), (13) существенно зависит от 
конкретных значений параметров а и Для иллюстрации этого на рис. 3 в 
логарифмическом по оси абсцисс масштабе изображено поведение модель-
ных и теоретических рассеяний V{a*2) в зависимости от объема выборки п 
для двух разных значений а.Прямая 1 соответствует теоретическому значе-
нию А, Г(а 2) при а =2, Х = п, 6 = 0,1, квадратики-значениямЯ,F(a*2),полу-
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Рис. 3. Рассеяние оценки а 
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ченным моделированием. Прямой 2 показаны теоретические значения 
XV(а \ ) при а = 1, А, = и/10, 6 = 0,1, кружками - соответствующие этому слу-
чаю модельные значения. Из рисунка хорошо видно, что если для кривой 1 
удовлетворительное соответствие теоретических и модельных значений на-
блюдается уже при и =10, то для кривой 2 аналогичное соответствие наблю-
дается только начиная со значений и =100. 

Полученные в работе выражения для оценок параметров симметричных 
устойчивых распределений имеют очень простой вид, однако для наиболее 
эффективного их использования желательно иметь априорную информацию 
об интервалах, содержащих истинные значения параметров. 
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