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минимуму квадрата ошибки, 
;ловий сопряженной системы. 
J используемых в алгоритме 
I по выбору начальных прибли-
просы сходимости и области 
яены результаты численного 

1. Реализация оптимальных систем стал сивается с трудностями вычис-
ления начальных условий сопряженной сиагемы. Задача вычисления этих 
условий остается актуальной, несмотря на бапьшое количество работ, посвя-
щенных данной проблеме. Рассмотрим одинш методов решения этой задачи 
для линейной системы с квадратичи ым критерием качества, фиксированным 
временем управления и отсутствием оиэаничений на правом конце 
траектории. * 

Пусть управляемая система описываетс| уравнением 

Х=АХ+Ви, = ( 1 ) 

где X(^t) - «-мерный вектор координат управляемой системы; U{t) -
г-мерный вектор управляющих параметров;; i w B - матрицы размерностью 
( и х и ) и (пхг) соответственно. Управля|зщие параметры подчинены 
ограничениям 

и^\<\ , / = ̂ 7. (2) 

), удовлетворяющее условиям Необходимо определить управпение f/(| 
(2) и минимизирующее функционат 

/= - ^X'DXdt 
(3) 
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при заданных начальных условиях Х^, фиксированном Т и свободном 
правом конце Х{Т) траектории управляемой системы. Здесь D - положи-
тельно определенная симметричная матрица размерностью (пхп); «*» -
операция транспонирования. К такой постановке сводится, например, задача 
отработки начального рассогласования с минимумом среднего квадрата 
ошибки на фиксированном интервале [0,7']. 

В соответствии с «принципом максимума» [1] поставленная задача 
решается соотношением 

Uit)^U(X(t),P(t))^aTgm^^(P(t),AX(t) + BU), (4 ) 

где сопряженный вектор P(t) определяется уравнением 

P=DX-A'P (5 ) 

и условиями трансверсальности 

Р(Т) = 0. (6) 

Соотношения (1), (4)-(6) полностью решают поставленную задачу, но в 
вычислительном отношении они неудобны, так как представляют собой 
нелинейную краевую задачу. Желательно найти метод, позволяющий по 
условиям (6) на правом конце траектории вычислять начальные условия 
Р(0) = С сопряженной системы уравнений. В этом случае вместо нелинейной 
задачи получим задачу Коши, для решения которой разработаны эффектив-
ные вычислительные методы. 

2. При фиксированном = решения уравнений (1), (4), (5) 
являются функциями времени / и начальных условий сопряженной системы 
Р(0) = С,т.е . 

X ^ X ( t , C ) , P^P(t,C), и ^UiX(t,C), P(t,C)), (7 ) 

и, следовательно, условия (6) при фиксированном Гдают систему уравнений 

Р{Т,С) = 0 (8) 

относительно начальных условий сопряженной системы. 
Решение системы (8) возможно только численными методами, например 

каким-либо из методов последовательных приближений. Оставляя пока в 
стороне вопросы сходимости и определения начального приближения, 
рассмотрим использование метода Ньютона для решения системы 
уравнений (8). 

3. Применение метода Ньютона к уравнению (8) позволяет построить 
последовательность 

дР{Т,С) 

дС 

- I 

(9) 
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если задано начальное приближение С ° и существуют матрицы 
^ дР{Т,С)'" ' 

дС 

д л я С = С ' , 
Предположив существование соответствующих частных производных, 

введем в рассмотрение матрицы 

dP{t,C) (10) dX(t,C) 

дс 
Pcit,C) = -

дС 

размерностью (w х и) и матрицу 

дХ 

размерностью (г х и). 
Из (4) следует, что 

U{t,C)^s\gniB'(t,C)), 

где функция sign( ) понимается как покомпонентная, т. е. 

дР 

UXt,C) = s\gni{B'P(t,C))i), г = 

( 1 1 ) 

(12) 

(13) 

В соответствии с (12) производные от L̂  в (11) следует понимать в обоб-
щенном смысле. Кроме того, в нашем случае U не зависит явно от Х(1,С)и, 
следовательно. 

8(В Р) (14) 

Продифференцировав с учетом (10) и (14) соотношения в (1) и (5) по С, 
получим матричные дифференциальные уравнения 

к , ^SU(BP) „ « р 

д(В Р) ^ ^ ' 

Д . -А'Р,., 

которые вместе с очевидными начальными условиями 

^, . (0 ,С)=0, Р,.{0,С) = Е (16) 

(Е - единичная матрица) и уравнениями (1) и (5) дают все необходимые 
соотношения для вычисления интересующей нас матрицы Р^ (Т,С). 

ди(в'р) 4 Из (13) следует, что матрица — Ц — - является диагональной с 
д(В Р) 

5-функциями на диагонали. В связи с этим интегрирование уравнений (15) 
требует знания моментов смены знаков управляющих параметров, что, 
собственно, и является главной проблемой в нашей задаче оптимального 
управления. Эти трудности можно преодолеть использованием более 
гладкой функции, чем в соотношении (13), но мало отличающейся от 
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оптимальной по своему воздействию на управляемую систему. Вместо 
f/, =sign((5'P),) предлагается использовать, например, 

J / f - t h ( ( g 5 > ) , ) , 1 = \Гг, (17) 

при достаточно больших значениях 
Очевидно, что в этом случае ( / ( 5 l i m гУ-'С^'Р) и вместоб-функций S ->00 

при вычислении соответствующих производных можно использовать функ-
ции из 5-образующей последовательности 

Использование соотношений (17) и (18) при достаточно большом g 
позволяет произвести численное интегрирование систем (1), (5) и (17) без 
существенной потери точности. 

5. Сходимость процедуры (9) зависит от свойств матрицы P^•{T,C)^ 
близости начального приближения к искомому решению [2]. Проверка 
достаточных условий сходимости в соответствии с [2] затруднительна, так 
как требует оценки вторых производных вектораР{Т,С)иоС. Будем считать, 
что выполнено требование существования матрицы С), и сосредото-
чим внимание на получении начального приближения С° к искомому 
решению С. 

Прежде всего отметим, что при фиксированном Х^ решение уравнения 
(8) зависит только от времени управления Т, т. е. 

С=С(Г) . (19) 

Очевидно, чтоС(0) = 0и /J (0,С) = £:.Если /,„ > О-первый момент смены 
знака управляющих параметров в (13), то при 0< /< /„, системы (1) и (5) 
являются линейными. В этом случае процедура (9) дает решение С(т) на 
первом шаге итерации при С °=0 для любого Т Е [О,̂ ,,,]. Найденное решение 
С(т) может быть использовано в качестве начального приближения для 
вычисления С'(т+Лт) при достаточно малом Дт. Эту процедуру можно 
повторять, пока не будет вычислено С(Т) для заданного Т. Некоторое 
обоснование описанной процедуры можно получить, исследовав зависи-
мость С от Т. 

Пусть Р(0) = С(Г).Тогда из уравнения (5) и условия (8) получим 

/ 

Р{Т,С{Т)) = С{Т)+ J [-A'P{t,C{T)) + DX{t,C{T))-\dt=Q. 
(20) 

Последнее равенство должно выполняться тождественно по Т. Предпо-
лагая существование соответствующих производных, дифференцируем (20) 
по Т. В результате получим 

dT 
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/ 1 

j l ./'/; ii.c{T)) + D.\\.(n 

1'ще pa? учитывая (8) и второе из vpaBHCHt 

./Г(/ ) 

Произведя интегрирование е; левой 
получим лифференциальное уравнение 

tie О ) 

,11 

и (15). из (20) находим 

dr 

асти (22). с учетом (8) и (16) 

Х\(ТХ\Т)). (23) 

ностыо решает задачу вычисле-

епрерывный аналог описанной 

которое с нача^тьным условием С'( 0) =0 noj 
ПИЯ вектора ('(Т). 

Уравнение (23) реализует нек'оторый 
вьмне нронелуры. 1ло непосрслственное «(тегрирование очень трудоемко, 
так как вычисление правой части требует р|шения задачи Коши. Однако при 
вычисленном значении('(т )уравнение (23) 
(9),г'1я вычисления('(т +Лт)с начальным 

Однако при 
иожно использовать в процедч рс 
приближением 

6. 11есколько слов о выборе параметра 
параметр должен быть досгаточно больш! 
ЖИТ1. то. что дальнейтсе увеличение.!,'уже 
лепия вектора ('. 

Однако параметр.tj можно использовать 
ближения в процедуре (9). Дело в том 
использовании Ь '^^В Р) вместоб * В'Р) ве1̂  

С ^ С ( Я ) . 

При зтом вектор-функции Л'. Р и L опись 
и сопряженной систем, зависят от как не 
I . е. 

X р = р(1.ях 

Дифференцируем уравнения (1) и (5) п| 
ранее, частные производные соолветствук 
учетом (15) получим 

Р. 
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Лт. (24) 
/ =т 

. Bbiuie было отмечено, что л от 
м. Критерием здесь может сл\ -
к1ало влияет на результат вычис-

цля вычисления начального при-
что при фиксированном Г и 

ор (.'является функцией^,',т. с. 

(25) 

шющие поведение управляемой 
осредственно. так и через 

(26) 

viU по^,'. Обозначив, как и 
ними нижними индексами, и с 

(27) 



Теперь, проделав такие же. как и в п. 5. вычислемия, получим уравнение 

При g = О уравнения (I) и (5) являются линейными и начальное условие 
лля (28) вычисляется с помощью однократного применения процедуры (9) 
при С "(0) =0. 

Уравнение (28) может быть использовано аналогично уравнению (23) 
как лля непосредственного вычисления С'(̂ ц'), так и для получения началь-
ного приближения в процедуре (9). 

7. Для проверки работоспособности пред1агаемой методики проведено 
ее численное моделирование в системе управления четвертого порядка 
(объект третьего порядка с ПИД-pei улятором). Моделирование проводилось 
с определением началыюго приближения по п. 5 и с аппроксимацией 
разрьиию1(> управления в соответствии с (17) и (18). 

В процессе жсперимента время управления /' менялось от О доЗт 
пк1\ ~ максимальная постоянная времени объекта). Параметр ij ишенялся 

от 1 до 10"'. 
При.!,' = 1 ^100 заданная точность G =10"'- определения С достигалась за 

один-два шага процедуры (9) при любом значении / и ( ' " =0. Для .tr>10-
требования к определению С" ужесточались, и в С1>отвстствии с п. 5 для 
определения С'" диапазон изменения 7'приходилось делить на интервалы 
АТ^ОАТ. При этом заданная гочность достигалась за пять-шесть шагов 
процедуры (9). Для ^ '>10' результат вычислений и сходимость процедуры 
(9) практически не зависели от ,̂л 

Интегрирование уравнений (23) и (28) в процессе эксперимента не 
проводилось. 

8. Предложенные методы вычисления нач!1Г1ьных условий сопряженной 
системы требуют довольно большого объема вычислений. Однако они 
вполне пригодны как для управления ме.гпенно протекающими процессами 
в реальном времени, так и для получения эталонных траекторий в задаче 
генерироЕишия правил нечеткого управления |3] или при организации 
скользящих режимов. 
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