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ЭФФЕКТИВНОСТЬ НЕКОТОРЫХ АЛГОРИТМОВ СЖ/.ТИЯ 
ИНФОРМАЦИИ В ДВУМЕРНЫХ МАССИВАХ ДАННЛХ 
БЕЗ ПОТЕРИ ТОЧНОСТИ ПРИ ИХ ВОССТАНОВЛЕНИИ 

Оцениваются показатели сжатия для ряда алгоритмов сокращения избыточ-
ности информации в двумерных массивах данных, использующих итеративные 
иерархические и построчные процедуры с применением интерполяции по двум, 
трем и четырем элементам массива. Предложен достаточно простой построчный 
алгоритм сжатия с использованием предсказания по трем значениям элементов 
массива, проведено сравнение с ранее известными аналогичными методами. Вос-
становление массива предполагается безошибочным. 

Введение. Материал этой работы является продолжением исследований, 
начатых в 111. В качестве модели сжимаемого массива данных предполагается 
использовать набор цифровых значений стационарного случайнсго изотроп-
ного поля с нормальным распределением, заданный на равномерной простран-
ственной решетке с шагом А. Результаты оценки коэффициента сжатия 
конкретизируются на примере изотропного поля с корреляционной функцией 
марковского типа, описываемой зависимостью 

р{г) а 1 - аг (1) 

при г о, где г — евклидово расстояние между элементами массива. 
Предполагается также, что шаг квантования по уровню ^ при аналого-

цифровом преобразовании значений поля в узлах решетки по величине суще-
ственно уступает среднеквадратичному значению постинтерполяционного 
остатка. При этом можно пренебречь вкладом ошибки квантования в диспер-
сию последнего и распределение постинтерполяционного оста-ка считать 
близким к нормальному, а для оценки сжатия использовать диф(}:1еренциаль-
ную энтропию, для вычисления которой достаточно знания соответствуюш;их 
дисперсий*. 

В разд. 1 проведен анализ иерархических алгоритмов сжатия массива 
данных с интерполяцией, в разд. 2 исследованы иерархические алгоритмы 
сжатия с двумерным вейвлет-преобразованием, в разд. 3 рассмотрены более 
простые построчные алгоритмы с предсказанием по трем точкам. 

1. Иерархические алгоритмы сжатия с интерполяцией. Эффект от сжатия 
можно ожидать только в том случае, если элементы массива коррелированы 
между собой. Поэтому при использовании этих процедур массив имеет о&ьем 
(2" -Ь 1) X (2" -Ь 1), где значение п для корреляционной функции, определяе-
мой соотношением (1), примерно равно величине-log2(aА). 

* Распределения и энтропия постинтерполяционного остатка для первой и второй конечной 
разности квантованного сигнала исследованы в [2, 3] . 
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1.1. в [4—6] описан иерархический алгоритм сжатия с интерполяцией. 
Пусть в исходном подмассиве а,-расположенном на равномерной решетке с 
шагом А, содержится 2" + 1 столбцов и столько же строк. Преобразование 
осуществляется следующим образом: вначале интерполируются значения для 
каждого второго элемента на периметре массива по элементам, примыкающим 
к нему, затем внутри массива для всех элементов массива (кроме «опорных» 
аг;, 2]) за два шага осуществляется интерполяция по четырем значениям эле-
ментов, расположенных на «прямых» (шаг 1) или «косых» (шаг 2) крестах. 

Шаг 1. Интерполяция для a2, + i, гу по четырем элементам на «прямом» 
кресте: 

«2,, 2; 

Й21 + 1, 2; - 1 <22, + 1, 2j ail + 1, 2i + 1 

<32,+2,2; (1.1) 

dli + 1 , 2, = E + 1, 2] ~ (<^2,, 2j + Й2, + 1, 2; - 1 + <̂ 2, + 1, 2; + 1 + <̂ 2, + 2, 2j)/ 4 

(г,у = 0, l , . . . , n / 2 ) 

Шаг 2. Интерполяция для <22, + i,2j + i по четырем элементам на «косом» 
кресте: 

<22,, 2j Cl2i, 2j + 2 

<22, + 1, 2j + 1 

<22,+ 2, 2; a2i + 2.2j+2 (1.2) 

d2i + 1, 2; + 1 — <22, + 1, 2j + 1 - (<22,, 2j + 122,, 2j + 2 + <̂ 2, + 2, 2, + <22, + 2, 2; + 2 ) / 4 

(г,у = 0, l , . . . , n / 2 ) 

Здесь и далее £[л: ] означает целую часть л:. 
Кодированию подлежат постинтерполяционные остатки , — разность 

между истинным значением элемента массива и его интерполяционной оцен-
кой. 

«Опорные» элементы аъ,2р оставшиеся не закодированными после этой 
операции, расположены на равномерной решетке с шагом 2А. К массиву раз-
мером (2 " " ' -Н 1) X ( 2 " " ' + 1) элементов итеративным образом применяется 
описанная выше процедура. Оставшийся, в конце концов, массив содержит 
всего четыре элемента. Остальные элементы массива представлены соответст-
вующими (округленными с шагом q) постинтерполяционными остатками. Вос-
становление осуществляется в обратном порядке итеративным образом, при-
чем на каждом этапе сначала восстанавливаются значения по «косому» кресту, 
а затем — по «прямому». 

Разность энтропии, выраженная в битах на один элемент в соответствии с 
[1 ], определяется соотношением 

к=\ к=\ 

Весовые коэффициенты (доля элементов с соответствующей постинтерпо-
ляционной дисперсией): 

Р, = 2" " ^ " 7 ( 2 " + l )^ 
(1.4) 

(22"-" - 2 " / ( 2 " + l )^ к = 1 ,3 ,5 , ..., 
22''-V(2" + l)^ к = 2, А,.... 

Qk = 
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в соответствии с соотношениями (6) и (12) из [1 ] 

а̂ ^ (2' - Ч ) - а', [3 - 4р{Г " ^А) + р(2'А) ] /2, 
(1.5) 

В асимптотике (аА 0) 

(1.6) 

Из соотношений (1.3), (1.4) и (1.6) вытекает, что эффективность рассмат-
риваемого в [4—6 ] алгоритма для подмассива выражается соотношением 

ЙЯ S - i log2(aA) - у (а А), (1.7) 

где значения величины у(аА) определяются первыми строками третьего столб-
ца табл. 1. 

Т а б л и ц а 1 

1 / а Л п у(«Л) 

8 3 
0 , 1 2 
0 ,17 
0,11 

16 4 
0 ,13 
0,21 
0 , 1 2 

32 

« 

5 
0,11 
0 ,20 
0 ,13 

64 6 
0,11 
0 ,20 
0 ,12 

00 00 

i l o g 2 ( 2 / ( 3 - V ^ ) ) - 1 / 4 

^ l o g 2 ( 2 / ( 3 - V2)) - 1 3 / 4 8 

| l o g 2 ( 2 / ( 3 - Vl)) - 3 / 1 6 

Очевидно, что для оценки эффективности алгоритма на всем массиве 
объемом (2'*' + 1) X (2'̂  + 1) (jY » п) необходимо умножить правую часть 
(1.7) на величину (1 — (аА)^), учитывая, что почти все опорные элементы 
массива используются в четырех подмассивах: 

(ЗЯ S (1 - (аАУ)\- UogiiaA) - у (а А) (1.8) 

1.2. В |7 ) рассмотрен алгоритм, отличие которого от описанного в преды-
душем разделе заключается в том, что вместо интерполяции по четырем точ-
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кам на «прямом» кресте осуществляется интерполяция по вертикальным (а) и 
горизонтальным (б) парам элементов: 

а) (1ъ +1,2> = Е аг, +1, ц - {аъ, ц + «2, +1 ,2j )/2] (i, j = 0,1, ..., / г / 2 ) , 

б) c/a, 2i + i = Е a2i, 2j + i - (an. 1, + a-ii, i, + i)l1 (i,= 0, 1, n/2). 

Сжатие на один элемент при этом в соответствии с [ 1 ] составляет: 

( З Я S 2 P , l o g 2 \ajalt - 4 ) 1 + ^ Q,log, ' 'Z^) 
к = 1 L J к = \ L 

Коэффициенты в (1.10) 

Р, = + + + l)^ 

Q, = -"^/{2" + 1)\ 

(1.9) 

(1.10) 

(1.11) 

Дисперсия постинтерполяционного остатка а^ (2*" 'Д) определяется соот-
ношением (1.5), а при аД ^ О — соотношением (1.6). Соотношение для дис-
персии постинтерполяционного остатка <74 (2'' ~ /̂̂ Д) имеет вид 

а̂ ^ (2* - Ч ) = а^ [5 - Щ!" " '^'А) + 2р(2'А) + р(2' ^ '/Щ /4. (1.12) 

При аД О 

= а^аА((3 - (1.13) 

Используя (1.6), (1.10), (1.11) и (1.13), получим асимптотическую фор-
мулу для оценки эффективности алгоритма, совпадающую с (1.7), где зна-
чения величины у(аД) определяются вторыми строками третьего столбца 
табл. 1. ^ 

1.3. Отметим, что если в этом алгоритме использовать для интерполяции 
вначале «прямой» крест, а затем интерполяцию по двум отсчетам, то его 
характеристики улучшатся. Данные по величине у (а Д) для этой модификации 
находятся в третьих строках третьего столбца табл. 1. Эффективность ал-
горитма на всем массиве объемом (2'̂  + 1) х (2'̂  + 1) (iV » п) определяется 
соотношением (1.8). 

2. Иерархические алгоритмы сжатия с вейвлет-преобразованием. 
Алгоритмы сжатия этой группы основываются на итеративном вычислении и 
последующем экономном кодировании набора трансформант двумерного вей-
влет-преобразования, обладающего тем свойством, что существует безоши-
бочное обратное преобразование для получения значений элементов исход-
ного массива данных. 

2.1. В алгоритме, рассматриваемом в [8 ], используется итеративная про-
цедура, представляющая собой дискретное двумерное вейвлет-преобразова-
ние по функциям Хаара для группы из 2 х 2 элементов. При первой итерации 
значения элементов каждой группы из массива размером 2^ х 2'̂  подвергают-
ся преобразованию с последующим округлением с шагом квантования по уров-
ню q-. 

йЪ, 1) ^2,, 2s + 1 

<221 + 1, 2; cm + 1, 2] + 1 

(1+^ = Е (fla, 2j + аь, 2; +1 + «2, +1,2j + аь + i, гу + i ) / 4 l , (2.1) 

= Е (й2,, 2/ + <22,, 2; + 1 - Й2, + 1, 2j " «2, + 1, 2, + l)/2 

^i6 



d-^ = E (<22/, 2j — Cl2i, 2j + 1 + <22. + 1, 2> — a2i + 1, 2j + l)/2 

d— = a2i. 2] - <22,, 2; + 1 - <22, + 1, 2) + + 1, 2̂  + 1-

Из трансформант + , полученных для каждой четверки элементов, фор-
мируется новый массив данных размером " ' X " ^ элементов. В этом 
массиве вновь формируются группы из 2 х 2 элементов, значения которых 
подвергаются преобразованию (2.1). Трансформанты d+-, + , d— при каж-
дой итерации дальнейшему преобразованию не подлежат, а экономным обра-
зом кодируются. 

Для того чтобы оценить эффективность этой процедуры для рассматрива-
емой модели сигнала (в пренебрежении шумом квантования трансформант), 
достаточно вычислить дисперсию трансформант при каждой итерации. 

Например, для первой итерации значения трансформант в соответствии с 
(2.1) равны следуюшим величинам: 

= + 2 р ( А ) + / q ( V 2 А ) ) / 4 , 

а!_ = 4ао^(1 -2piA)+p{V2A)). 

В асимптотике (аЛ ^ 0) значения этих дисперсий приведены в табл. 2 
{к — номер итерации). 

Т а б л и ц а 2 

-„д(2 + Vixe.'' - -ст^аЛ к = 1 -„д(2 + Vixe.'' -
-а2„Д(2'' - 1/2 _ (2 + - 1 - 1)/(22(*^ " Dy» 

-<Тда& к = 1 -tiQ a A - 4 ( 2 - V 2 ) к = I 

- 1/2 - (2 + " ' - DAl^^" " ct Д • 2 *: = 2 

-ст^аЛ-З k = 3 

Эффективность алгоритма в соответствии с [11 может быть определена по 
формуле 

<ЗЯ S 2 Pjog,{a,/o{m)), (2.3) 
т=1 

где р^ — доля, а ст(т) — среднеквадратичное значение т - й трансформанты. В 
асимптотике (а 0) 

дН = - ( l /2^^) i log2( l - аА(2 + - -

- (1 - l / 2 ^ ' ' ) i l o g 2 ( a A ) - у ( Л ) . ( 2 . 4 ) 

Величина у{к) в соответствии с табл. 2 принимает следующие значения: 
у(1) = 0,278,7(2) = 0,314, у{3) - 0,418. 

Из анализа приведенных выше соотношений следует, что рациональное 
число итераций определяется величиной падения коэффициента корреляции 
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на интервале между соседними (по столбцу или строке) элементами массива. 
Так, например, при аД = 1/16 третья итерация дает дополнительную эко-
номию около 0,1 бита на элемент. 

2.2. Развитием рассмотренного в |8 ] алгоритма сжатия является его моди-
фикация, направленная на уменьшение дисперсии трансформант [11 —13]. 
Это достигается путем использования следующего одномерного преобразо-
вания: 

a2j - 2 <22J - 1 a2j а2] + i azj + 2 ci2j + 3 

= E {a2j + a2j + i)/2 (2.5) 

d- = £ [ ( - £ 1 ( ^ 2 ; - 2 + a 2 ; - i ) / 2 ] + А{ащ - a2,,i) - £ [ ( a 2 ; + 2 + а 2 м з ) / 2 ] ) / 4 " . 

Двумерное преобразование осуществляется путем последовательного при-
менения одномерного преобразования по вертикали и горизонтали. 

Данные для дисперсий трансформант для первых трех итераций приведе-
ны в табл. 3. При этом дисперсия первой трансформанты {к = 1) совпадает с 
данными первой строки табл. 2. В соответствии с данными табл. 3 величины 
у(1) = -0 ,01 , у{2) = -0 ,12 , у(3) S -0 ,14 . Таким образом, величина модуля 
у{к) по сравнению с предыдущим алгоритмом существенно уменьшается. 

Т а б л и ц а 3 

- a A ( 2 + - l ) / (2^ ' '7)) 
—(/g a A 

—CTgaA 

• 0 ,88 

0 ,99 

• 1,73 

к = 1 

k = 2 
к = 3 

-«О^аЛ • 0 ,88 к = 1 ~ ( / q « A • 2 ,26 к = 1 

-a^aA • 0 ,99 k = 2 1,66 k = 2 
~сго^«А • 1,73 к = Ъ —agczA • 2,49 к = Ъ 

3. Построчные алгоритмы сжатия. 3.1. Оценим далее построчный ал-
горитм сжатия, в котором осуществляется прогнозирование по трем значениям 
элементов массива. 

Для сжатия информации, содержащейся в массиве, ко всем строкам, начи-
ная со второй, последовательно применяется алгоритм прогнозирования по 
следующей схеме (см. рисунок): 

а) интерполяция по трем точкам для нечетных элементов строки: 

с / , i, ij + 1 = Е 

a,-l,2j <2<-l, 2; + l <^1-1,; +2 

<ii, 2j + 1 

at. 2j + l - (WiM - 1, 2, + WiaU, -1.2,+ i + W^M -l,2j + 2) 

0 = 1 , . . . , ^ - l; J =0, [,..., N/2 - 1) 

6) интерполяция no трем точкам для четных элементов строки: 

- 1, 2; 

й,, 2у - 1 а,, 2/ Ui, 2j + 1 

£/,, 2j = Е а,, 2j - 2,-1 + wibUi - 1,2, + Wj^a,, 2j +1) 

(г = 1 , . . . , ^ - 1 ; y = 0 , 1 , . . . , ^ / 2 - 1 ) 

(3.1) 

(3.2) 
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2У-5 2 / - 4 2У-3 2i -2 2У-1 2/ 2 7 + 1 2 / + 2 2 у + 3 2 у + 4 2]+Ъ 

i-\ О — О — О — О — О — • 

О ^ » — О — # — О — О — • 

/+1 ю - ю - ю - ю - по-

веса vvi, н'г и W3 определяются из условия минимума дисперсии постинтер-
поляционного остатка (шум квантования, как и выше, считаем пренебрежимо 
малым): 

Wi. = W3a = (I -р(2А) +p(V2A))/(3 - 4р(А) + р(2А)), 

W2a = 1 - 2wu, 

Wift = W3, = о - p(V2A))/(3 - 4p(V2A) + p(2A)), 

W2/, = 1 - 2wu. 

Дисперсия постинтерполяционного остатка: 

ч2 

(3.3) 

< = 2а^ 

< = 2а,' 

1 - оГА) - С - 2р(А) + p(V2A)f 
^ ^ 3 - 4/9(Д) + р(2Л) 

1 - р ( А ) - ( ' - ^ ( W 
^ ^ ^ 3 - 4 p ( V 2 A ) + р(2А) 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

В асимптотике (аД 0) 

. W u = W3, = 1 - I / V 2 , W2a = V2- 1 , 

Wi, = Wib = 1/(4 - vT) , W2b = {V2 - l)/(2V2 - 1), 

s 4a',aA(V2 - 1), 

o^, = 4a^aA(V2 - l)/(2V2 - 1). 

Эффективность рассматриваемого алгоритма 

дН = 0,5\og2iaJo,J + Q,5\og2{oja,,). 

В асимптотике (аД ^ 0) 

дН = -0,51о£2(аД) - 0,251og2(4(VT - 1)) -

- 0,251og2(4(\/2 - 1)/(2VT - 1)) s -0,51оЕ2(аД) - 0,1484. 

3.2. Прогнозирование по трем значениям элементов массива используется 
в алгоритме [6, 9, 10]: 

Cli-1,1-1 Cli-l.j 

(3.8) 

= Е а,J - + W2cai-i,j-i + 

( / , / = 1 , . . . , ^ - 1) 

(3.7) 
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Для изотропного массива оптимальные веса 

>vi, = w^ = (l - p(V2A))/(3 - 4 / 0 ( А ) + P(V2A)), 

W2c - I - 2wic, 

a минимальная дисперсия постинтерполяционного остатка 

4 - 2а', 1 - p j V l A ) -

В асимптотике 

Wi, = = 1 / ( 2 V T - 1 ) , 

= ( 2 V 2 - 3 ) / ( 2 ^ / 2 - 1 ) , 

ol. = 4сто'аА(2 - V2)/(2V2 - 1). 

Сжатие в битах на один отсчет 

(3.9) 

(ЗЛО) 

(3.11) 

дН = logsK/cTj,). 

В асимптотике (аД 0) 

ёН = -0,51og2(aA) - 0,51og2(4(2 - V2) / (2V2 - 1)) s 

= -^log2(aA) - 0,178. 

(3.12) 

(3.13) 

Заключение. Резюмируя изложенное выше, можно свести формулы для 
оценки эффективности всех типов алгоритмов сжатия в табл. 4. 

'Г а б л и ц а 4 

Алгоритмы 

интерполяционные с преобразованием построчные 

(1 - ( a A ) 2 ) f - i l o g 2 ( « A ) - у ( а А ) 
- ( l / 4 ' ' ) i l o g 2 ( I -

(1 - ( a A ) 2 ) f - i l o g 2 ( « A ) - у ( а А ) 
- аД(2 + V 2 ) ( 8 ' ' ~ 1 ) /4*7) -

1 
- 2 log2(«A) - у 

- ( 1 - l / 4 ' ' ) i l o g 2 ( a A ) - у ( ^ ) 

По формулам этой таблицы и данным других таблиц, а также 11J состав-
лена табл. 5, при помощи которой можно сравнить эффективность рассмотрен-
ных выше и в [1J алгоритмов сжатия. 

Эта таблица содержит добавление к главному члену, общему для всех 
алгоритмов сжатия и равному 

с 5 Я - - i l o g 2 ( a A ) , 

и характеризует особенности алгоритмов. Алгоритмы разбиты на три группы, 
в каждой из которых они упорядочены по эффективности. 
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Т а б л и ц а 5 

Алгоритм 1 / а Л = 8 1 / а Д = 16 1/аА = 32 1 / а А = 64 

1 
1.1 [4—6] - 0 , 1 4 - 0 , 1 3 - 0 , 1 1 - 0 , 1 1 

1 
1.3 - 0 , 1 3 - 0 , 1 3 - 0 , 1 3 - 0 , 1 2 

1.2 [7] - 0 , 1 9 - 0 , 2 1 - 0 , 2 0 - 0 , 2 0 
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2.2 [ 1 1 - 1 3 ] 
- 0 , 3 6 
- 0 , 2 0 
- 0 , 1 5 

- 0 , 5 9 
- 0 , 2 3 
- 0 , 1 7 

- 0 , 7 1 
- 0 , 2 7 
- 0 , 1 8 

- 0 , 8 5 
- 0 , 3 0 
- 0 , 1 9 

2.1 [8] 
- 0 , 6 3 
- 0 , 4 6 
- 0 , 4 2 

- 0 , 7 7 
- 0 , 4 8 
- 0 , 4 5 

- 0 , 8 9 
- 0 , 5 2 
- 0 , 4 6 

- 1 , 0 0 
- 0 , 5 5 
- 0 , 4 7 

3.1 - 0 , 1 5 - 0 , 1 5 - 0 , 1 5 - 0 , 1 5 

3.2 (6, 9, 10] - 0 , 1 8 - 0 , 1 8 - 0 , 1 8 - 0 , 1 8 

3 [1,11.3] - 0 , 2 1 - 0 , 2 1 - 0 , 2 1 - 0 , 2 1 

[ 1 , п . 2 ] - 0 , 2 5 - 0 , 2 5 - 0 , 2 5 - 0 , 2 5 

[1 ,п . 1] - 0 , 5 0 - 0 , 5 0 - 0 , 5 0 - 0 , 5 0 

Относительно алгоритмов первой группы можно сказать, что алгоритм 1.3 
с применением второй конечной разности и «прямых» крестов практически 
эквивалентен алгоритму 1.1, использующему «прямые» и «косые» кресты. Это 
происходит в силу того, что вторая конечная разность наименьшего размера 
превосходит «косой» крест наименьшего размера. Алгоритм 1.2 [7] из этой 
группы уступает предыдушему почти 0,1 бита на элемент массива при одина-
ковой сложности вычислений. Алгоритм 1.3 также значительно превосходит 
алгоритм 1.2 и практически эквивалентен алгоритму 1.1. 

В алгоритмах второй группы процедура сжатия 2.1 [8 ] является плохой, 
так как с ростом числа итераций ее эффективность повышается слабо и при 
трех итерациях уступает первому алгоритму первой группы около 0,3 бита на 
элемент массива. При этом из тенденции повышения эффективности следует, 
что увеличение числа итераций может улучшить этот алгоритм несуществен-
но. Для алгоритма 2.2 [ 11 —13] тенденция повышения эффективности с ростом 
числа итераций выражена более отчетливо, однако этот алгоритм, хотя и 
незначительно, также уступает не только двум первым алгоритмам первой 
группы (1.1) и (1.3), но и первому алгоритму третьей группы (3.1). У обоих 
алгоритмов второй группы наблюдается очевидная тенденция ухудшения эф-
фективности с ростом интервала корреляции. 

Среди алгоритмов третьей группы лучшими оказываются алгоритмы с 
использованием интерполяции по трем отсчетам. При этом алгоритм 3.1, явля-
ющийся идеологически усовершенствованным вариантом алгоритма [1, п. 1 ], 
выигрывает у следующего за ним алгоритма 3.2 около 0,03 бита на один 
элемент массива. 

Предлагаемый построчный алгоритм сжатия 3.1, весьма незначительно 
уступая алгоритму 1.1 в эффективности, гораздо проще его в реализации, что 
является важным при сжатии изображений большого размера. 

Результаты данной работы были использованы при разработке алгоритмов 
сжатия изображений для медицинской информационно-коммуникационной 
системы [14, 15]. 
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