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ОБ ОЦЕНКЕ О Ш И Б К И НЕЛИНЕЙНОГО ГАУССОВА ФИЛЬТРА 

С В О З М У Щ Е Н Н Ы М И ПАРАМЕТРАМИ 

Рассмотрена и решена задача среднеквадратического оценивания ошибки 

фильтрации, возникающей при возмущении параметров нелинейного гауссова 

фильтра и за счет погрешности аппроксимации апостериорной плотности вероят-

ности при расчете фильтра. 

Постановка задачи. В предположении точно определенных коэффици-
ентов стохастических уравнений оцениваемого процесса Y, и его наблюдателя 
Z, [1 ] получены различные алгоритмы субоптимальной фильтрации, исполь-
зующие идею аппроксимации решения интегродифференциального уравне-
ния в частных производных для апостериорной плотности вероятности (АПВ). 
Для реальных систем подобное предположение может выполняться лишь 
приближенно, так как, наряду с ошибкой оценивания за счет аппроксимации 
АПВ, в реальных условиях возникают ошибки, порожденные возмущениями 
параметров фильтра. Ранее в [2 ] была рассмотрена и решена задача фильт-
рации параметрических возмущений для оптимального гауссова фильтра, 
уравнения которого относительно оценки процесса Y, линейны. Особенностью 
решения задачи фильтрации возмущений субоптимального оценивания явля-
ется, во-первыз^ нелинейность уравнений субоптимального фильтра относи-
тельно оценки Y„ а во-вторых, необходимость дополнительного оценивания 
ошибки, возникающей в результате аппроксимации АПВ плотностью а priori 
известного вида. 

Наибольшее распространение получила в настоящее время гауссова апп-
роксимация АПВ, приводящая к субоптимальным фильтрам различной слож-
ности. 

В данной работе возможность решения проблемы оценки ошибки нелиней-
ного субоптимального гауссова фильтра при возмущении его параметров рас-
сматривается для фильтра наиболее общего вида [1. С. 465 ]. При этом реша-
емая задача формулируется как задача текущего оценивания ошибки, возни-
кающей на выходе фильтра за счет погрешностей аппроксимации АПВ и воз-
мущений параметров фильтра. Упомянутая ошибка далее трактуется анало-
гично [2 ] как первая вариация погрешности неоптимального оценивания про-
цесса У,. 

Вывод стохастического уравнения для возмущенной оценки. Пусть 
Л^-мерный вектор состояния Y, и М-мерный вектор наблюдения Z, процесса 
Y, описываются системой нелинейных стохастических дифференциальных 
уравнений в форме Ито: 

(П = Fo(Y, t)dt + t)(m„ (1) 

dZ = fo(Y, t)dt + h{t)dy„ (2) 
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где Fo, fo, Fi, fi — известные нелинейные векторы и матрицы-функции соот-

ветственно, удовлетворяющие V Y G [-оо, оо ] — условию Липшица [3 ]; W „ 

V, — взаимно независимые стандартные винеровские процессы соответствую-

щей размерности. 

Как известно [3], решение уравнения (1), записанного в эквивалентной 
форме: 

( t 

Y(t) = Yo + J Fo(Y, s)ds + / F,(Y, 

'0 '0 

Y(io) = Yo, 

может быть получено с помощью стохастического аналога метода последова-
тельных приближений, приводящего к итеративной процедуре вида 

I I 

Y,(0 = Yo + J Fo(Y, _ 1, s)ds + / _ i, s)cm„ 

'0 '0 

Yo(0 = Yo, 

где Y,(<) — г'-е приближение к искомому решению Y(<), i = 1,2, ..., или, воз-

вращаясь к эквивалентной дифференциальной форме (1): 

dY. = Fo(Yi _ ь t)dt + Fi(Yi _ 1, t)dy/„ 

(3) 

Yt(to) = Yo(0 = Yo. 

Рассмотренная итеративная процедура является сходящейся к решению (1) 
при i -» 00 почти наверное [Р—ПН ] [3 ]. На траекториях Y,(0 могут быть 
построены соответствующие приближения к процессу наблюдения 

dZ,(t) = fo(Y,, t)dt + h{t)dW„ (4) 

также сходящиеся [Р—ПН ] к процессу Z, в силу оговоренных выше условий и 

сходимости Yi{t) к Y(i). Если представить в (4) функцию fo(Yi, t) с помощью 

разложения в окрестности (г - 1)-го приближения Yj _ i(f) и ограничиться чле-

нами до второго порядка малости, то аппроксимация г'-го приближения к Z, 

примет вид: 

dZtit) = fo(Y, - ь О + W (У' - ь О - Yi -1(0 ] dt + h{t)dN,. ^^^ av 

Очевидно, что при г 00 правая часть (5) в силу Нш Yi(t) = Y(t) сходится 
i -* 00 

[Р—ПН] к (2) аналогично (4). Аппроксимируя также подобным образом 
функцию Fo в (1), рассмотрим далее систему i-x приближений, образованную 
полученными таким образом уравнениями для Ŷ  и Z„ сходящихся, как уста-
новлено выше, [Р—ПН] к системе (1), (2). При фиксированном (условно 
заданном) (г - 1)-м приближении Yi_i(i) данная система является линейной 
по Yi((). 

Следовательно, для условного стохастического процесса {Yi/Yj-i} опти-
мальная в среднеквадратическом оценка является калмановской: 

^ ар /\ 
rfYiorrr = ^ (Y, -1, i)Yidt + Vi(Yi -1, t)d( + 

dZ, - [V'(Y, -1, О + Ц (Y. - ь ]dt 
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Y,on.(<o) = Yo = M(Yo), 

/C(Y, _ 1, 0 = Rtit) (Y, _ 1, t)(ff^ 

(14) 

= 

3Fo 
(Y, -1, t)R, + ^ (Y, _ 0 + - ^ (Y , -1, mr, dt, 

Щ(о) = R o = M{(Yo - Yo)(Yo - Yo)^ 

где 

Vi(Y, _ ь 0 = Fo(Y, - ь 0 - ^ (Y,- - ь t)Y, _ ь 

V(Y, -1,0 = fo(Y, - ь 0 - S (Yi -1, t)Y, _ 1, 

причем в качестве вектора наблюдений в данном случае используется вектор 

г-х приближений Z; (5). 

Система (6), имея, строго говоря, формальный характер, является ключе-

вой для последующих построений. 

Так как стохастическая траектория Yi-i(i) точно определена не может 

быть в принципе, то предположим, что задана лишь ее некоторая оценка 

Yi_i(0,T. е. 

Y,_i(0 = Y,_i(0 + <5Y,_i(0, 

где <5Y, - i(i) — ошибка оценки Y; - (̂0- ^ 

При замене в (6) Y, _ ̂ (i) на Y; _ полученная оценка Y^ уже не будет 

оптимальной ввиду ее неизбежного возмущения ошибкой (5Y/ _ i_(t). Уравнения 

возмущенной оценки в этом случае принимают вид: 

(Y, - Ь OdtY, + Vi(Y, -1, Ocii + Щ У , -и O x 

X dZi - V - ^ - b O + ^ Y C ^ . - b O Y ; 

Y,(io) = Yo, 

dt 

(7) 

afo 
дУ 

+ + FX - ^(Y. _ )K\Y. _ „ 0 dt, Л,(го) = Ro. 

Важной особенностью системы является тот факт, что^при допущении 

о сходимости оценок приближений Yi(t) к некоторой оценке Y , : lim Yi(t) = Y, 
i 00 

(a подобное допущение проистекает, например, из сходимости приближений 

Yi(t) к Y(t) и предположения о малости влияния ошибки оценивания на возму-

щение процесса оценки, исходного при построении исследуемого субоптималь-

ного фильтра) уравнения (7) при lim Y,(0 = Y(r) превращаются в вышеупомя-

i IX 

нутые уравнения субоптимального оценивания — обобщенного нелинейного 

фильтра Калмана [1. С. 465]. 

Для оценки возмущения, вызванного в фильтре (7) ошибкой 6Yi_i, а 

также случайными вариациями его параметров, воспользуемся подходом. 
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изложенным в [2 ]. Используя аналогично [2 ] понятие вектора А'*', сформи-
рованного из элементов некоторой матрицы А размерностью т х п следу-
ющим образом: 

1̂11221 ••• ат\С1\1ац ...ami... а.\па-ы ••• cimn 

получим уравнения для ошибки оценки (SŶ  в виде 

ddY, = + + + А^ 
af, 

т 
+ + 

+ As5 
dF, 

dY 

№ 
- -1, t)dfo(Y, -1, 0 + 5Fo(Y, - I, t). 

Л = 0 = 
5Fo 

dt, 

= dZ,, t) = rVi/i' У ^ (Y, _ 1, 0 ® E, 

r = dZ,- dt, 

Аг = _ „ Y„ dZ„ t) = [ (Yf ® E) - (Yf_: ® £)] ^ 
faFô l 
aY 

+ (Л, ® r^ifjlT' + _ „ t) [(Yf_ Ut) ^ [II (Y, _ t) 

= r^ifj^ У + K{\, _ 0[ (Yf_ 1 (8) £) - (Yf (8) £)] , 

Л = -rVi" У ® ВД -1,0 - -1,0/i ® )-% 

A=[(Yf®£)-(Yf_i<8)£)] dt, 

где символ бЛ'"' обозначает возмущение вектора образованного из соот-
ветствующей матрицы А\ Е — единичная матрица. 

Вывод данного уравнения осуществлен аналогично выводу уравнения для 
ошибки оценки в [2]. 

Топ 

Возмущения векторов д 
aFo .Л . 
-^(yi-ut) 

т 
, dFo(Y,-bO, <5 

af, (в) 

(5fo(Yi_i, t), описывают при этом параметрические возмущения рас-

сматриваемого фильтра, обусловленные отклонением параметров фильтра от 
действительных значений параметров объекта и наблюдателя и погрешно-
стями их аппаратурно-алгоритмической реализации. Следует отметить, что 
возмущения, порожденные априорной неопределенностью в описании векто-
ров Fo, fo, автоматически вызывают возмущения той же природы в опреде-

лении матриц и ̂  (и наоборот). 

01 oY 
в связи с этим для удобства последующего аналитического описания воз-

мущений представим возмущения dFo и dfo в виде двух составляющих: первой, 
обусловленной интегрированием матрицы ошибок д 

д¥г 

д\ дУ 
при формиро-

вании Fo(fo) по возмущенной матрице 
дУ 

, ИчБторой, вызванной погреш-

ностями вычислительных операций и не зависящей от первой. 
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Используя соображения, изложенные в [2], возмущения <5 
fdFr 

дУ 

5Y 

, <5ff' представим как 

Qf(Y, - ь OWi, -1, OW2, Of,(0^3, 

где W „ г = 1, 3, — белые гауссовы вектор-шумы со взаимно независимыми 

компонентами с нулевым средним и единичной интенсивностью размерностью 

соответственно п] т X п, т; Qf, Qf, Qfj — диагональные матрицы, элементы 

которых определяют среднеквадратические отклонения возмущений элемен-

тов соответствующих векторов (размерность матриц соответственно га^х п\ 

(тп) X (тп), т X т). 

Тогда первую составляющую возмущения (5Fo можно представить как 

81:82: - ': 8п Wl = gF^U 

- хч л 

где gj = J QfjiYi -1, i)c/Y0, Q r / Y i _ 1, t) имеет размерность n X пи определяется 

из матрицы Qf следующим образом: 

Qf = 

e-i! 

'S 
I 
. • -I 

" T 
Qf. 

Аналогично для первой составляющей возмущения <5fo 

гдеЛ, = JOf/Yi-i, t)dY(j),Qfj(Yi-u имеет размерность m х /и и определяется 

из Of аналогично предыдущему случаю. 

Вторые составляющие возмущений (5Fo, (5fo, вызванные погрешностями их 

аппаратурно-вычислительной реализации или другими случайными факто-

рами, используя упомянутые соображения, можно также аппроксимировать 

белыми гауссовыми шумами Wf, с матрицами интенсивностей, завися-

щими в общем случае от оценки Z)f(Yj -1, t)d(t - т), Df{Yi _ 1, t)d(t - т). Таким 

образом, 

6Fo(Yi _ 1, О = ffWi + Wf, dfo(Yi -1, О = + W/. 

Учтем также, что ошибка dYi _ 1 состоит из ошибки оптимальной невозмущен-
у\ 

НОЙ оценки Ai _ 1 = Y^ -1 - Y(r - и ошибки возмущенного оценивания 

•ч /ч 
(5Yi-i = Y(i-ii - Yi-i, 

т. е. 
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а также то, что в силу своего определения процесс является белым гаус-

совым с нулевым средним и матрицей интенсивностей - г), определя-

емой из (6). 

Таким образом, уравнение ошибки оценки dYi окончательно имеет вид 

ddY, = A^Y, + /lidRf + A,SY, _ 1 + Л^А, _ 1 + - Щ)^, -

+ ^4QriW3 + {gF + ASQF)"^! + Wf. (8) 

Из полученного уравнения вытекает, что для полного определения вектора 

ошибки необходимо также знание уравнения ошибки dRf' возмущенной апо-

стериорной ковариационной матрицы. 

Уравнение ошибки матрицы апостериорных ковариаций. Применение 

математического аппарата для исследования возмущений многомерных ли-

нейных систем, использованного при выводе векторного уравнения (8), не 

позволяет определять возмущение матричной функции F (зависящей от 

матрицы Q размерностью п х т), вызванное возмущением dQ^^K 

Для решения этой задачи используются следующие леммы, доказательст-
ва которых приведены в [2 ]. 

Лемма 1. Пусть F = AQB, где А, В — матрицы соответствующей размер-
ности. Если вектор получает возмущение (SQ '̂'' (матрица Q соответственно 
dQ), то 

= [ {В^Еу, ® А)® 

где размерность единичной матрицы Е соответствует размерности матрицы 
Л-, 

Еу^ — 
'm(m) 

Ei — единичная матрица размерностью i х i\ Ef:^ — /-й столбец матрицы 

е1' ' — у-я строка. 

Лемма 2. Пусть F - AQ^B. 

Если вектор получает возмущение (3Q''', то 

где 

•л(2) 
7(1) 

о д 
'(1) 

'л(л) I. 

Используя доказательства и результаты полученных лемм, запишем диф-

ференциальное уравнение для вектора ошибок (5Rf' возмущенной матрицы 

Ri' 

+ 54Q/IW3 + fisQ^Wi + B,d¥f]dt, (9) 

где 

5i = , fFo 
d\ 

® + 

E ® -
aY 

-
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52 = [ {R,Ey, (8) ё E^'' + {Еу2 <8) Щ ® ^ dFo 
av 

w 

- [ {KEv2 (g) ® Ef" + {RiEv, E'"'] ^ 

+ [ {F,Ey, ® £) ® E^'' + {Еуг ® /-i) ® E'^'] ^ {pf}, 

5з = -(,КЕуг (8) ® E''^ - {R,Ey, 

B, = {КЕуг (8) Kh) ® + {KhEy, 

Bs = {R,Ey^ ®E)® + {Еу2 ® R.) ® E^*', 

B, = (8) £) ё E« + {Еу2 0 F,) ® Ef''. 

Аналогично уже описанным параметрическим возмущениям аппроксимируем 

белым гауссовым вектор-шумом и обозначаем как Q f г д е Qp — диа-

гональная матрица, элементы которой определяют среднеквадратические от-

клонения возмущений соответствующих элементов вектора F®; W4 — белый 

гауссов вектор-шум с нулевым средним и единичной интенсивностью. 

Синтез уравнений оценки вектора возмущений нелинейного гауссова 

фильтра. Для решения поставленной задачи введем расширенный вектор 

<5Yi 
И, исходя ИЗ полученных выше уравнений (8), (9), запишем Х , = 

dX, = + + A W , (10) 

где 

Ao Ai A2 

0 fii B2 

Д = 

А,-1 

Wi 

W2 

W = W 3 

W 4 

w , 

W f 

; gF + AsQf \ AгQf - Khf \ \ Q \ -K \ E 

Bi \ BsQF : BsQ ] ] 0 

Выберем далее в качестве вектора наблюдения за вектором Х; вектор Y;, описы-
ваемый уравнением (7). 

Так как г-е приближение к истинному сигналу наблюдения Z; аналогично 

вышеизложенному может быть с точностью до возмущений второго порядка 

малости представлено в виде 

Zi = Zi + <5Zi, 

где dZi — ошибка наблюдения, вызванная заменой в (5) на Y^-i; Z; — 
возмущенное наблюдение, т. е. 

dZ, = |fo(Y, - 1 , 0 + ^ (Y, - ь О [Y, - Y, _ J dt + fid\,. 
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уравнение возмущенной оценки, записанное с точностью до малых возму-
щений 2-го порядка, получается в следующей форме: 

= ^ (Y, - ь t)Y,dt + _ 1, t)dt + K{Y, _ 1, О X 

(Yi _ ь 0(Y, - Yi)dt + f,dy, + ddZi (11) 

Вновь применяя аппарат и методику, использованные при получении 
уравнения (8), для ddZi имеем 

c/5Z, = [(Y, - Y , _ i f (8)jq А ^ / Y л 3Y Ц 

т-
dYi-, 

или, учитывая, что Yi = Ŷ  + dYi, и пренебрегая составляющей, содержащей 
произведение (5Y, и 5Y, _ i 2-го порядка малости, получаем, подставляя преоб-
разованное выражение для ddZi в (11), 

•V 
dY.= О Y, + ^(Y, _ О g (Y. _ ь 0<5 Y, + - ь О dt + 

dl 
dYi^.dt 

(12) 

Проанализируем далее уравнения (10), (12) с точки зрения получения их 
предельной формы при г ^ оо. Так как lim Yi(t) = Y(t) [Р—ПН ] [3 ], а вектор-

/V 
ные приближения Y,(0, определяемые уравнением (7), сходятся, как было 

отмечено выше, к вектору субоптимальной оценки Y„ являющемуся решением 

исследуемых уравнений субоптимальной^ильтрации [1. С. 465 ], то, следова-

тельно, существует предел lim (5Yi(/) = dY(t). 

Переходя к пределу по г в (10), (12), имеем 

dX = Ф X + Z)W, (13) 

где 

Ф = 
Ао + Аг : 

В2 i 

: gF I АъОг - Khf \ i 0 : -K j E 

B2 \ BsQr : B^Qf : : : 0 

{a, b] = {Л, Д](¥, ?, t), r = dZ- fo(Y, 0, 

dl 

И для выбранного наблюдателя 

dY = K^SY + Fo(Y,t)+ К 
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или 

сП = Fo(Y, t) + GX + К 
(14) 

Таким образом, поставленная задача сводится к задаче текущей оценки век-

тора X , описываемого уравнением (13) по наблюдениям, заданным урав-

нением (14). Подобная задача допускает оптимальное в среднеквадратическом 

решение на основе методов теории условно-гауссовой фильтрации ДЗ ]. Перед 

окончательным представлением уравнений оптимальной оценки X отметим 

лишь, что матрица интенсивностей шума Д, равная, как отмечалось выше, 

Л п̂т, может быта представлена как - R + дК или К^ш = R + дК + где 

ЙК'**' = О ; £ X — оценка вектора /^ц — погрешность такой оценки. 

В силу приведенных выше рассуждений величиной А^д можно пренебречь, 

так как по отношению к R матрица интенсивностей шума Л̂ '̂ является вели-

чиной 2-го порядм малости. Таким образом, считая интенсивность шума Д 

равной R\ =J? + dR, уравнения оптимальной оценки вектора X получаем в 

следующем виде [3]: 

dX = ФХйг + Ь{(П - [Fo(Y, О + ( Ж Щ , 

Хо = 0, 

/ 

А2 
L = о 3fo т 

^AjyJ^ 

\ 
В2 / 

у, = фу,+ + D D^-L L\ 

Уо = 

DbY \ 0 

0 ; Dbn 

где D»y — ковариационная матрица ошибок определения вектора начальной 

оценки; Вь^ — ковариационная матрица ошибок определения матрицы апри-

орных ковариаций Rq. 

Приведенные уравнения позволяют не только решить поставленную зада-
чу — определить ошибку субоптимальной фильтрации, но также и найти 
оценку вариаций апостериорной ковариационной матрицы, что весьма важно 
при установлении границ допустимого использования субоптимальных 
фильтров. 

Интересно отметить, что для линейной системы «объект—наблюдатель» 
(т. е. случая оптимальной фильтрации) полученные уравнения вырождаются 
в уравнения фильтрации возмущений калмановского фильтра [2 ]. 

Для иллюстрации возможности практического использования получен-
ных результатов было осуществлено текущее оценивание процесса из примера 
1 [1. Гл. 8. С. 446] с помощью субоптимального возмущенного нелинейного 
фильтра Калмана с одновременным оцениванием ошибки возмущенной 
фильтрации предложенным методом. Моделирование процессов фильтрации 
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осуществлялось на временном интервале [О, 600 с ] с шагом Д; = 0,1 с при 

следующих выбранных начальных условиях: 

Zo = lo-^ Zo = 1,1 • lo-^ Ro = lo-^ уо = Е - lo-^ 

Шум объекта, помеха измерителя и возмущения параметров фильтра в 

виде стандартных нормальных шумов моделировались с использованием стан-

дартной подпрограммы генератора гауссовой последовательности. 

Было установлено, что использование предложенной методики позволило 

уменьшить общую погрешность оценивания результатов фильтрации на 

» 25 % . Таким образом, очевидно, что применение разработанной методики 

в практических ситуациях, когда вопросы повышения точности играют перво-

степенную роль, может оказаться весьма эффективным, несмотря на увели-

чение вычислительных затрат. 
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