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ДИФРАКЦИЯ СВЕТОВЫХ ПУЧКОВ НА УЛЬТРАЗВУКЕ 
В ГИРОТРОПНЫХ КУБИЧЕСКИХ КРИСТАЛЛАХ 

Исследована брэгговская дифракция световых пучков на ультразвуке в гиро-
тропных кубических кристаллах при сильном акустооптическом взаимодействии. 
Сформулированы векторно-матричные уравнения связанных волн в частных про-
изводных относительно пространственных распределений световых пучков. Полу-
чены их аналитические решения на выходе и в дальней зоне области взаимо-
действия. Изучено преобразование амплитудных и поляризационных распреде-
лений по апертурам световых пучков в ближней зоне при больших эффективностях 
дифракции. 

Введение. Широкое практическое использование акустооптического 
взаимодействия (АОВ) световых и акустических волн в кристаллах в устрой-
ствах оптической обработки информации и физических исследованиях обус-
ловливает необходимость построения математических моделей ЛОВ с учетом 
реальной пространственно-временной и поляризационной структуры взаимо-
действующих полей, а также анизотропных и гиротропных свойств кристал-
лов. Для гиротропных кубических кристаллов к настоящему времени 
разработаны достаточно полные теоретические модели дифракции света на 
ультразвуке в случае слабого АОВ [ 1 ,3—5 ]. В условиях больших эффективно-
стей дифракции исследования АОВ световых пучков выполнены в [2 ] для 
специальных геометрий дифракции, связанных с экстремальными зна-
чениями эффективных фотоупругих постоянных, а в [6, 7 ] — в плосковолно-
вом приближении для световых волн. 

В данной работе построена теоретическая модель брэгговской дифракции 
световых пучков в гиротропных кубических кристаллах, основанная на 
аналитических решениях векторно-матричных уравнений связанных волн в 
частных производных и позволяющая определить пространственные распре-
деления световых полей и их поляризационных параметров на выходе и в 
дальней зоне области взаимодействия для произвольных геометрий, режимов 
и эффективностей дифракции. 

Общие уравнения. Рассмотрим 
брэгговское АОВ световых пучков Ео, 
El в прозрачном, гиротропном кубичес-
ком кристалле. Геометрия АОВ показа-
на на рис. 1. Область АОВ будем считать 
ограниченной плоскостями Гг = О и 
Гг = L, аппроксимирующими границы 
монохроматического, слаборасходяще-
гося звукового пучка U(r, t). В отно-
шении акустических свойств кубичес-
кие кристаллы являются анизотроп-

Рис. 1. Геометрия дифракции и координатные 
системы 
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ными. Поэтому в общем случае волновая нормаль q пучка U в плоскости АОВ 
может составлять угол у с групповой нормалью q ,̂ причем Г^^ = 0. 

Возмуп^ние диэлектрической проницаемости кристалла е в поле U(r, {) на 
величину Дса будем считать малым по отношению к Eq и представим в линейном 
приближении: 

Г(г, О = Го + АГ, = Го + i [ АГ{/„(г)ехр - КоГ) ] + к.с.]. 

л л 
Здесь £0 = 1 1\п — показатель преломления, / — единичный тензор второго 
ранга; Ко = qQo/v; ^о. v. — центральная частота^^скорость и распреде-
ление амплитуды U(r, t); д Г — величина возмущения е̂  в поле U единичной 
амплитуды. 

Дифракционное поле Е в области АОВ должно удовлетворять волновому 
уравнению гиротропного кубического кристалла [8 ] 

rotrotE = - с " ^ - ^ { Г Е + 2arotE + a^rotrotE , ^̂ ^ 

где величина а связана с параметром гирации уо = о̂ = '"о/ 
Решение уравнения (2) будем искать в виде суммы локально-плоских 

пучков нулевого Ее и первого Ei дифракционных порядков 

;=0 
J X е(£;(г)ехр[г(ш/ - к;г) ] + к.с. 
i=0 к=± 

(3) 

с медленно меняющимися в области АОВ пространственными распреде-
лениями амплитуд (г), волновыми векторами = Njko(n ± Уо). частотами 
0}̂  = (Oq + ЙД- Каждый из пучков в (3) представлен разложением по собствен-
ным циркулярно-поляризованным волнам гиротропной среды с амплитуд-
ными профилями (г), циркулярными векторами поляризации 

ei = (е{ + iei)/V2, ei = (е{ - 1е{)/^2 (4) 

в соответствующих ортонормированных, круговых базисах (е{, ei, Ny), обра-
зованных волновыми нормалями Ny и векторами ei, ei. Единичные векторы 
е{, е{ в (4), лежащие в плоскостях поляризации пучков Е/ КуГ = const, со-
вместим по направлению с собственными векторами планальных тензоров 
(/,;• = О, 1) [ 1 - 4 ] : 

А ^ = ( I - N^Nj)AeiI- N,N,)Ar( / - N ^ ) (j * i), (5) 

т. е. с осями возмущенного полем U тензора диэлектрической проницаемости 
е кубического криста рта в сечениях N r̂ = const. 

Тогда, подставляя (1), (3) в (2), учитывая, что [1 ,2 ] 

( е и Г е ° ) = (Ai + Я,)/2, (ef аГС^) = (Л̂  - Д,)/2 

(Х̂  связаны с собственными числами тензоров Асу: - (elAej el)""^ 
(k = 1, 2)), и ограничиваясь членами первого порядка малости по а, получим 
систему уравнений, связывающую в области АОВ амплитудные профили све-
товых полей î o* (г) и * (г): 

^ К + Voj; К = -iu: (/, z){c:e; + с:Е-ехр{ipl]}ехр[iAKl], 

+ V^^y.E; = -iU* (/, z){c:e: + С;£: ;ехр[-у, /]}ехр[гА/: /] , (6) 
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j] E^ + e ; = -iU„(l, z){c:Eo* + C:Eo~ e x p ] } e x p [ - i A K / ] , 

Ji + Vi ^ £Г = -iu„(l, z)|C,-£O- + C;e; exp [ - ^ / ] } e x p [ - /ДА: / ], 

где l , z — координаты вдоль составляющих г = ЛГ + zq^ в плоскости дифрак-
ции; Vj = cosipj, TĴ  = (-iysm<pj; = + ( - 1 У у — углы между нормалями 
N; и Г (см. рис. 1); 00 — угол падения, отсчитываемый между фронтом пучка 
и и волновой нормалью No падающего светового пучка Е°; 

8 [ч ^ 2уо) t-a - g 
(7) 

— коэффициенты АО-связи, соответственно характеризующие нормальный и 
аномальный дифракционные процессы [1—4];р = гЛоУо/созу^о — фазовая рас-
стройка, обусловленная циркулярным дву преломлением; о̂ = 2л/Яо —волно-
вое число света в вакууме; ^ K — фазовая расстройка, вызванная отклонением 

А0 угла падения в^ от угла Брэгга ^в = ^ и частоты ультразвука / от Л: 

Полученную систему уравнений (6) дополним граничными условиями для 
взаимодействующих световых полей: 

( / = О, Z ) = Е,^ (I = О, Z ) = О, (8) 

где E^(z) = (боб" )E''(Z) — циркулярные составляющие падающего пучка Е° с 
1^странственным распределением амплитуды E\Z) на входной границе 
области АОВ (Гг = 0) и произвольным состоянием поляризации, заданным 
комплексным вектором во. 

Аналитические решения. Для нахождения общего решения системы (6) 
допустим, что пучок и имеет однородное распределение U(l, z) = Щ при 
О < / < где f/o — амплитуда, и воспользуемся векторно-матричными мето-
дами [9 ]. 

Для этого определим векторные функции Ai(/, z) и Ао(/, г), компоненты 
которых связаны с амплитудными распределениями циркулярных составля-
ющих jP ='(/, 2), в виде 

h " ' £; exp[+i^ / /2 ] 
£ : / е х р [ - ^ о / / 2 ] ехр 

Vo/'^o - Vi/vi (9) 

и перейдем в апертурную координатную систему (^о. ^i): 

= -Vo^ + VqZ, = TJyl - VjZ, (10) 

координаты которой отсчитываются вдоль осей, перпендикулярных норма-
лям Ny пучков Еу (см. рис. 1). 

Тогда систему (6) можно привести к двум связанным вскторно-матричным 
уравнениям, записанным в канонической форме: 

^Ao(̂ O.Cl) Я А Ч п л /Я- V4 
^^ = CAi(Co, + ПАо(?о, Si), ( 1 1 ) 
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•Ч /V 
Здесь матрицы С, Pj с учетом (7) к п»уо имеют вид 

С = - Шо 
sin((Po + <Pi) 

С„ Са 
Са С„ 

ле-
2sin(y.o + 

V, о 
о -V .̂ ( 1 2 ) 

ще С„ = + Aj) /8« « С . С. = - Aj)/8n ^^ С / . 
Соответственно граничные условия для решения системы (11) с учетом 

(9), (10) задаются в координатах ^о, на кривой С (Со = - ^ ) в следующем 
виде: ^ ' 

с <"^>0 = СЕ ехр ^ AXgoVi 
"/о"! - Vl^O (13а) 

Ао = Е 

гдеЕ 

ih 
. 'о 

Е-

ехр .• AAgpVi 
"/о"! - Vl^Q 

т 

аЛо = РоЕ ехр AÂqVI 
Vo^'i - Vi^o '(136) 

го. вектор-столбец граничных условий (8). 
Далее, разрешая систему (11) относительно Ai: 

.ад, . C.SA â Ai " dAi " dAi ^ 
^ + М ^ + АГ-5^ + TVAI = О, 

УЧ /N /Ч yN Л, /V , /-Ч 
Л̂  = - С ( С - РоС- 'л) , М = - с Р о С А : = - л , 

где 

(14) 

(15) 

и применяя к полученному уравнению матричные методы интегрирования 
[9 ], найдем амплитудно-фазовое распределение дифрагированного векторно-
го поля El на выходной границе области ЛОВ (Гг = L), которая в апертурной 
системе координат (^о, ^j) согласно (10) задается уравнением ^ = 2<3 - ^ где 

(1> J/) — координаты точки Р, через которую проходят характеристики урав-
нений (14) = ?7, Со = ^ (см. рис. 1). В результате с учетом (9) и граничных 
условий (13а) решение векторно-матричного уравнения (14) записывается в 
виде 

Е,(77) = / ехр 
-1 

X / П 

ехр -Md^Jl - у) - Кд(1 +у) 

(N - МК)(1 - у') СЕ "о dy. (16) 

Здесь и далее под функциями от матриц будем понимать функции, опре-
деленные на спектрах входящих в них матриц [9 ]; <5 = 

т ' 
В = ехр , ехр + ; /о [х ] — функция Бесселя нулевого порядка. 

Аналогично находится решение системы (11), удовлетворяющее 
граничным условиям (136) и определяющее пространственное распределение 
светового поля Ео в нулевом дифракционном порядке на выходе области АОВ: 

Ео(|) = Вехр Е Ш +у)/{\ - У) X 
- 1 
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X exp ' ^ - ( l - y ) exp -^<5 ^ (1 + 3,) - M<5(1 - y) 

X /1 (N - KM)(l - y') 'L - - y) 
"0 

V/v /-Ч 

N-KM ^ 

dy, <17) 
гдеЛ^ = - C ( C - Я1С 'Po);M= -CPyC-'-, к = -Po\ J^[x\ — функция Бессе-
ля первого порядка. 

Полученные решения (16), (17) полностью определяют пространственные 
распределения векторных амплитуд и состояние поляризации световых пуч-
ков Ео(|), Ei(?7) на выходной границе и в ближней зоне области АОВ при 
произвольных эффективностях, геометриях дифракции с учетом фазовых рас-
строек, обусловленных гиротропией кристалла, анизотропии его упругих 
свойств, а также одновременного протекания при С„, О связанных между 
собой двух нормальных и двух аномальных дифракционных процессов. 

Для проведения практических расчетов и анализа решений (16), (17) 
необходимо вычислить входящие в них функции от матриц в явном виде. Для 
этого воспользуемся теоремой Гамильтона — Кэли и разложением Лагран-
жа — Сильвестра [9 ]. Опуская громоздкие преобразования, запишем оконча-
тельный результат: 

^ ^ V 
Ei{rj) = -iAiB J exp 

- 1 
- • ^ ( l - y ) X,(y)E dy. 

Eo(|) = AoE (^J - A^ f V(1 + >')/(l - y) X 

X exp /?o(j')E ' 1 - <>(' - y) 
"0 

dy. 

Здесь с учетом результатов [ 1 , 2 ] введены обозначения: 

b„R; + bX bX + bX 
/ = 0 , 1; 

= ^ l A / - a^b-, Л3 = a,b-- a^b*, / = 0 , 1 ; 

b;=^{Ji-,[(bn + ba)Vl - y' ] ± A.jl(b„ - ] 

ai = cos 
b'-b' 

'eL 
2 

b. -

«2 = ^ ^ ( 1 - y ) s i n 'eL 
2 bl-bl 

(18) 

(19) 

b = [ { b l - y b l f ~ b l b l { l - y f r -

h ^^n.a я 
On, a ^ = 7 -

(cospi • COŜ o) " 
'Mb,.aPaL 

2H 

0,5 

Л/2^ — коэффициенты акустооптического качества нормального и ано-
мального дифракционных процессов [1 ]; — акустическая мощность; Я — 
высота акустического пучка U; 

cxplik^^/cos<Pj] о 
О expf-i^o/oL/cosf^; exp l-ikgnL/cosip. 
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— круговые матрицы, описывающие вращение плоскости поляризации свето-
вых волн Е, в невозмущенном гиротропном кристалле [2 ] толщиной L. 

Распределение дифракционных полей Ео, Ei в дальней зоне, как известно, 
совпадает со структурой их угловых спектров. Поэтому, применяя к (18) 
обратное преобразование Фурье по апертурным координатам, получим выра-
жения, связывающие угловые спектры в первом Ei(e) и нулевом Ео(0) 
дифракционных порядках на выходе области АОВ с угловым спектром Е(е) 
падающего светового пучка: 

Ei(e) = AyT,{L, 0)Е(0), Ео(0) = Х п Щ 0)Е(0), (20) 

где 

+ 00 

в — угол наклона плосковолновых составляющих спектров относительно 
нормалей N; в цлоскости дифракции; — матричные передаточные 
функции возмущенного пучком U слоя гиротропного кристалла, описыва-
ющие АОВ: 

Ti(A6) = - ш / е х р 
-1 

—I МО. + копбв (1 - у) Ri{y)dy, 
(21) 

+1 
Т о ( £ , 6>) = / - 5 / V(1 +>') /(1 - у ) е х р 

-1 
My)dy, 

где функции Rjiy) определены соотношениями (19). 
Полученные аналитические решения (18), (20) имеют сложный вид. В 

ряде частных случаев, например при нормальном или аномальном АОВ с 
экстремальной АО-связью, формулы (18), (21) существенно упрощаются и 
переходят в известные [4 ]. В общем случае анализ преобразования параметров 
световых пучков при АОВ в гиротропной среде может быть проведен путем 
численного моделирования по формулам (18), (20). 

Численный расчет. На основе полученных решений (18) были исследова-
ны зависимости интегральной дифракционной эффективности 

(здесь знаком «+» помечены эрмитово-сопряженные величины) и поляриза-
ционных параметров (азимут*:, и эллиптичность pi) пучка Е, для нормального 
(М„ ^ О, Ма = 0), аномального (М„ = О, Ма ^ Q) тл смешанного (М„, М, ^ 0) 
режимов АОВ от АО-связи, геометрических параметров световых и акустиче-
ской волн, величины параметра гирации уц. ^ 

В расчетах полагалось, что световой пучок E^d) имеет гауссово распреде-
ление с апертурой W, линейную поляризацию с азимутом ^ и падает под углом 

на акустическую волну в кристалле BiuSiO» в плоскости, образованной осью 
[001 ] и нормалью q. При этом нормальное АОВ в кристалле Bii2Si02o реализу-
ется на продольной акустической волне с q = [111], аномальное — на медлен-
ной сдвиговой волне с q = [111], смешанное — на быстрой сдвиговой волне с 
q = [0,94; 0,34; О ] (М„/М„ = 0,5). 

Результаты расчета приведены на рис. 2, 3 в параметрах, характеризу-
ющих АО-связь Ь*= max{Z>„, Ь ]̂, отношение расходимостей пучков Е", U И гео-
метрию АОВ (sin(/>o + ^,)/2cos/>i)(L/H0, гиротропные свойства 
Р = ^Уо^. через которые представляются все величины в (18). 
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Рис.2. Зависимости эффективности д и ф р а к ц и и о т 
А О - с в я з и Ь' при м а л о й g'= 0,1 (а) и б о л ь ш о й 
/ = 3 (Л) расходимости падающего светового пучка для 

различных режимов ЛОВ: 
Ма-ОилиМп' о, р' < 0,1 (/): Ма/М„ ~ 100. р'- I. f - Ж (2); 

Мв/Чп - OJS.p' - 03, »> - 0° (3); А/ц/Мя - 0.5,р' - 5, ». - 0° (4) 

Отметим основные особенности влияния 
гиротропии на дифракционную эффек-
тивность АОВ. В условиях нормального АОВ 
при любых g* (т. е. соотношениях расходи-
мостей света и звука) зависимосты7^(й*), как 
следует из (18), не зависит от /)* и имеет 
известный периодически осциллирующий 
характер (кривые 1, рис. 2). Такой же вид имеет ri^(b*) в условиях аномального 
АОВ только при/э* < 0 , 1 -

С ростом р* при аномальном АОВ наблюдается уменьшение дифрак-
ционной эффективности и периода осцилляций зависимости rj^iib*) (кривые 2, 
рис. 2) . Это обусловлено тем, что по крайней мере один из двух одновременно 
протекающих аномальных дифракционных процессов происходит в условиях 
фазовой расстройки tsK = p*/L, приводящей к уменьшению длины когерент-
ного взаимодействия световых пучков в области АОВ. В случае смешанного 
АОВ, как следует из сравнения кривых 1 vi 3, 4 па рис. 2, в области 1 
наблюдается увеличение эффективности дифракции. Причем с ростом р* 
происходит уменьшение скорости возрастания drjjdb* и локальных максиму-
мов JJdoMxib*), а также увеличение локальных минимумов Данные 
особенности связаны с тем, что формирование циркулярных составляющих 
дифрагированного пучка происходит за счет когерентного суммирования 
амплитудно-фазовых распределений парциальных световых волн, которые 
образуются при нормальном и аномальном процессах рассеяния и в общем 
случае различны. 

Для другого крайнего случая АОВ, когда расходимость падающего света 
превышает расходимость звука U * > 1), зависимости ^^(Ь*) показаны на 
рис. 2, Ь. Видно, что отмеченные выше закономерности в поведении зависимо-
стей , р , М„ „) в целом сохраняются. Поэтому можно сделать практичес-
кий вывод, что в режиме смешанного АОВ подбором параметров Ма, „, р* в 
диапазоне значений АО-связи Ь*< 1 можно достичь существенного увеличе-
ния эффективности дифракции (например, как видно из сравнения кривых / , 
^нарис. 2, Ь, в2раза). 

Как показывает анализ (18), в ближней зоне в условиях нормального ЛОВ 
изменения в пространственной структуре /i(»7) с ростом Ь* при любых g*, р* 
совпадают с аналогичными зависимостями при АОВ в негиротропных куби-
ческих кристаллах, распределение азимута K îrj) однородно, не зависит от 
АО-связи Ь* и равно /Cj = у? + р*. 

Более существенно влияние гиротропии на распределения поляриза-
ционных параметров к ,̂ pj и интенсивности / j = = -I- !£•" при ано-
мальном и смешанном АОВ, пространственные зависимости которых для 
случая 3 при разной АО-связи Ь* представлены на рис. 3. Расчеты показы-
вают, что с увеличением параметра р* при аномальном АОВ распределение 
/i(j7) становится асимметричным (кривая 1 на рис. 3, а). Причем с ростом 
АО-связи й* центральный максимум /i(v), изменяясь по амплитуде, смещается 
по апертурной координате т]. Распределение приращения азимута 
^liv) = <Р для этого случая показано на рис. 3, Ъ (кривая 1) и харак-
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Рис. 3. Распределения интенсивности Ii (а), изменения 
азимута Д«1 (Л) и эллиптичности Ру (с) по апертурной 
координате i; в 1 -м дифракционном порядке при ано-
мальном (Мв/Л/„ = .100, / ) '=1 , = 30°) (кривые J) и 
смешанном { M j M „ = 0,5, / ) ' = 5, у> = 0°) (кривые 2—4) 
режимах дифракции для различных значений АО-связи: 

2.9 ( / ) , 0,5 (2). 2,9 (3), 5,7(4) при g ' = 3 

теризуется существенной неоднородностью в 
пределах апертуры пучка £и составляющей 
^̂  60°. Следует отметить, что при АК*= О в 
ближней зоне области АОВ изменения эллип-
тичности дифрагарованного пучка при любых 
эффективностях и режимах дифракции прак-
тически не происходит. В условиях, когда на-
чальная фазовая расстройка АК'(Ав,/) * О, 
например, вследствие изменения частоты 
ультразвука/ (см. (6)), дифрагарованный пу-
чок становится эллиптически поляризован-
ным (рис. 3, с, кривая 7) с изменяющимся по 
апертуре состоянием поляризации. 

Для смешанного АОВ динамика изме-
нения пространственного профиля /i(?/) в ус-
ловиях сильной АО-связи (й*> 0,5) представ-

лена кривыми 2—4 на рис. 3, а. Видно, что /i(»/) сохраняет в отличие от 
аномального АОВ симметричную структуру, которая с ростом АО-связи по-
следовательно транс<1юрмируется в двух- и трехпичковую структуру. Причем 
брэгговский максимум является при О линейно-поляризованным и име-
ет неоднородное распределение азимута acj, а его ширина с ростом Ъ * приближа-
ется к ширине падающего пучка Е ° (кривая 4, рис. 3, а). Физической причиной 
этого, очевидно, является локализация области эффективного энергообмена 
нормальных дифракционных процессов, которая становится меньше длины 
области АОВ и приближается к длине когерентного взаимодействия аномаль-
ных процессов. Следует отметить, что неоднородность азимута /Cj минимальна 
в приосевой части пучка Ei, максимальна для периферийных участков и воз-
растает при увеличении АО-связи Ь* (кривые 2—4, рис. 3, Ъ). 

В условиях <|)азовых расстроек зависимости распределений/i(?/), от 
Ь при смешанном АОВ для АК*= 3 практически совпадают с кривыми 2—4 на 
рис. 3, а, Ь, а зависимости эллиптичности pi(t], b*) показаны на рис. 3, b 
(кривые 2—4). Видно, что в отличие от подобных зависимостей для аномаль-
ного АОВ (кривые 4 на рис. 3) распределения Ак ,̂ р^ при изменении АО-
связи сохраняют симметричную структуру. Причем поляризация в приосевой 
части пучка Ei остается практически линейной, а на периферийных участках, 
расположенных симметрично относительно центра распределения Ii(r]), явля-
ется эллиптической, непрерывно изменяется по координате и характеризуется 
одинаковой ориентацией азимутов, степенью эллиптичности и различными 
направлениями обращения. Максимальные изменения Ак ,̂ р^ по апертуре 
дифрагированного пучка Ei в приведенных расчетных данных составляют 
соответственно - 60° и « 0,5. 

Заключение. Таким образом, в данной работе развита двумерная теория 
сильного АОВ волновых пучков в гиротропных кубических кристаллах. Полу-
чены аналитические решения векторно-матричных уравнений связанных 
волн в частных производных относительно пространственных распределений 
световых пучков на выходе и в дальней зоне области взаимодействия. Показа-
но существование оптимальных по дифракционной эффективности режимов 
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АОВ. Исследована динамика изменения амплитудной и поляризационной 
структуры световых полей в ближней зоне при большой АО-связи. Представ-
ленные результаты могут быть полезны при оптимальном проектировании и 
разработке АО-устройств на основе гаротропных кубических кристаллов с 
минимальными искажениями амплитудной и поляризационной структур све-
товых пучков при максимальной дифракционной эффективности. 
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