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НЕЛИНЕЙНЫЙ РЕГУЛЯРИЗУЮЩИЙ АЛГОРИТМ 
ВОССТАНОВЛЕНИЯ ИМПУЛЬСНЫХ СИГНАЛОВ 

. Предлагается нелинейный регуляризующий алгоритм решения интегрально-
го уравнения-свертки 1-го рода в классе импульсных функций. Алгоритм основан 
на итерационном «доопределении» высокочастотных составляю1Ких искомого ре-
шения исходя из заданных априорных 01раничений. 

Введение. Для линейных измерительных систем связь результата изме-
рения /(*) с измеряемым сигаалом <р(у) описывается интегральным урав-
нением-сверткой 1-го рода вида 

lk{x-yyp(y)dy = m^ <1) 

ядро которого it(jc) считается известным. Задача восстановления сигнала <р{у) 
по измеренным значениям Ддс) получила название обратной измерительной 
задачи (или задачи редукции к идеальному прибору, не искажающему сигнал 
<р(у)) и является некорректно поставленной [1]. Характерная черта — не-
устойчивость к погрешностям измерений, т. е. малые ошибки регистрации 
функции Дх) вызывают значительные ошибки восстановления (р(у). 

Существуют эффективные линейные алгоритмы [2, 31 построения ус-
тойчивых (регуляризованных) решений при различной «количественной» 
априорной информации о погрешностях измерений и искомой функции <р(у), 
основанные на дискретном преобразовании Фурье. Однако линейные регу-
ляризующие алгоритмы (РА) для некоторых классов сигналов ̂ (у) («ширина» 
которых в несколько раз меньше «ширины» ядра не позволяют получать 
приемлемое регуляризованное решение. Так, в спектроскопических, 
оптических измерениях искомое решение (р(у) имеет вид «узких» импульсов, 
ще короткие интервалы ненулевых значений чередуются с продолжитель-
ными интервалами нулевых значений. Такие сигналы (называемые в дальней-
шем импульсными) имеют широкий энергетический спектр, который после 
прохождения через прибор с ограниченной полосой пропускания транс-
«^рмируется в низкочастотный, т. е. сигнал f(x) уже не содержит высокоча-
стотные составляющие функции ^(у). В силу этого качественное вос-
становление таких сигналов линейными РА невозможно. Поэтому предлага-
ется (развивая результаты работ [4, 5]) эффективный нелинейный РА 
решения обратной измерительной задачи в классе импульсных сигналов, осно-
ванный на итерационном доопределении высокочастотных составляющих 
решения <р(у), исходя из соответствующих априорных ограничений. 
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Нелинейный регуляризующий алгоритм. Численное решение уравнения 
(1) подразумевает перехстк конечномерному г^нгтогу. Осуществим этот пере-
ход путем дискретизации (1) при следуюпцис предположениях [3, с. 175 ]: 

1. Функции ^(у), к(х) финитны и обращаются в нуль вне интервалов 
[Ок, 

2. Финитная функция Дх) измеряется на интервале Zy ], ^ о^ + о». 
bf^b^ + b^ в узлах Xj = a f + /Д, J = 0,1, 2 , N f - 1, где 
Nf » ent[(fy - Of)/А ] + 1 — количество измерений, Д — шаг дискретизации, 
ent [z ] — целая часть числа г. Измеренные значения допускают представление 

Л/) =/ (* , )+ '/(/). O ^ J ^ N f - l , (2) 

где ij(j) — стационарный дискретный шум измерения с нулевым средним и 
дисперсией а^. 

3. Интеграл-свертка (1) аппроксимируется дискретной сверткой 

f{J) kQ - тУр{т)А, (3) 
т - О 

В которой {k(j)], {fim)} — дискретные последовательности длиной 7V*, JV̂ , 
образованные дискретизацией функций к,<р с шагом Д. Ошибка аппрокси-
мации мала по сравнению с >/(/)• При проведенной дискретизации обратная 
задача заключается в нахождении решения дискретной свертки (3), т. е. по-
следовательности {<р{гп)], элементы которой отождествляются со значением 
искомого решения в узлах ^ = - в») + уД, О S / s Л'̂  - 1. ̂ Быстрый* ал-
горитм построения регуляризованного решения свертки (3) на основе дискрет-
ного преобразования Фурье (ДПФ) подробно изложен в (3 ]. Поэтому здесь 
приведем только конечную запись алгоритма в виде последовательности сле-
дующих шагов [4 ]: 

Шаг 1. Выбирается наименьшая величина N, позволяющая использовать 
алгоритм быстрого преобразования Фурье (в частности, N = Т") и удовлетво-
ряющая условию 

(4) 

где Nk — количество отсчетов ядра )t(jc), N, = ent [г, / Д ], т, — интервал корре-
ляции шума измерения. 

Шаг 2. Формируются периодические последовательности (индекс р озна-
чает периодичность) 

fpQ) т, Q^j^Nf-U 
О, 

Ш = 
А:(/)Д, О ^ / ^ Л Г , - 1 ; 
О, N p ^ j ^ N - N u - l ; 

где Np, Nkt — число отсчетов ядра прг положительных (включая нуль) и 
отрицательных значениях аргумента. 

Шаг 3. Вычисляется прямое ДПФ от и обратное ДПФ от последова-
тельности кр(П 

N - i . 

i-o 
_ Mih 

N 
О ^ / < ЛГ- 1; (5) 
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А*(0= 2 ^ e x p f ^ Z y 
i-o 

(6) 

Шаг 4. Вычисляются коэффициенты ДПФ регуляризованного решения 

ФДО = Щ ад. Ot&l^N-l. 

Шаг 5. Обратным ДПФ (6) по коэффициентам вычисляется перио-
дическая последовательность \<рраО')\-

Шаг 6. Формируется ^,-мерный вектор ip„ регуляризованного решения 
свертки (3): 

<Pa(J) = <Ppa(j\ О (8) 

Последовательность {AQ(/)|, входящая в (7), определяется имеющейся 
априорной информацией о статистических характеристиках шума и гладкости 
искомого решения (подробнее см. [3, с. 173,180 ]). Оценка оптимального (при 
фиксированной {Дц(/)}) значения параметра регуляризации а при известной 
дисперсии шума осуществляется на основе критерия оптимальности [3 ], а при 
неизвестной дисперсии — на основе метода перекрестной значимости [3]. 
Выбор параметра может быть также проведен по заданным точностным харак-
теристикам РА [51. 

З а м е ч а н и е 1. Число коэффициентов определяемых на шаге 
4, равно N. Однако свойство = - [), I = N/2 + 1,..., Л̂  - 1, 
уменьшает число неизвестных коэффициентов до N/2 + 1. Поэтому при 
численной реализации используются только первые N/2 + I коэффициентов 
ДПФ. 

Рассмотрим обеспечение измерительной информации коэффициентов 
регуляризованного решения. В силу их линейной зависимости от Fp(I) 

коэ^ициенты практически не содержат информации о коэффициентах 
точного решения в двух ситуациях: 

« Я е ( 0 / [ а д 1 ' + «Яе(0]» 1. 

Второй случай свидетельствует о существенной систематической ошибке 
оценивания Ф,,(/). вносимой методом регуляризации. Следовательно, доопре-
делять нужно те Фр(/)> индексы в которых удовлетворяют одному из условий: 

1А*(01</3,; (9) 

+ (10) 

где > О, /З2 < 1 — пороговые значения. Таким образом, индексы О ^ / < 
< N/2 делятся на два множества Li и Li. Если / G Li, то = если 
/ е 1/2, то Ф,,„(0 определяется на основе априорной ин4юрмации. 

Множества Li, Li можно сформировать непосредственно по условиям (9), 
(10). В работе [4 ] предложено более простое правило формирования Li, L .̂ 

LI = {/:0 < / < МДА) - 1}; Ẑ  = {l:M^(a) < I < N/2\, 

6 Автометрия № 6, 1993 г. 
73 



где 

— «обобщенное число» коэффициентов ДПФ, не искаженных линейным регу-
ляризующим алгоритмом (значение 1Я*(/)1 + aAg(i) ] « 1 свиде-
тельствует о малой систематической ошибке оценивания коэффициента 

В дальнейшем подразумевается, что множества Li, Li сформированы 
тем или иным способом. 

Рассмотрим следующие ограничения, порождаемые соответствующей 
априорной информацией: 

1. Финнтность решения <р(у) определяет допустимое множество для после-
довательности <pQ): 

*г — • viiiw - Y\j) ^ ifi^v/^J-
3. Импульсная форма решения ̂ (у) порождает допустимое множество 

Фз = {у : = О, / G / o , /оС/^}. 

Для последовательностей из этого множества имеет место чередование интер-
валов ненулевых значений (/ ^ /о) с достаточно продолжительными интерва-
лами нулевых значений (/ е /о). 

4. Условие сохранения «низкочастотных» информативных составля-
ющих регуляризованного решения <р„ опредмяет множество 

Ф , = : = / G Li}, 

где F — оператор прямого ДПФ (5). Оператор Rn строит последовательность 
длиной Л/̂  добавлением N - N^ нулей к последовательности <р. 

Построение решения, удовлетворяющего всем этим ограничениям, осу-
ществим методом проекций на выпуклые множества. Теория метода изложена 
в [6 ], а его применение при решении обратных задач — в [4,7). Поэтому здесь 
приведем только соотношения, необходимые для алгоритмической реа-
лизации этого метода применительно к построенным множествам Ф1, Ф ,̂ 
Фз. Фч-

В методе проекций на выпуклые множества строится последовательность 
элементов ... и для получения следующего элемента 
выбирается некоторое множество Ф̂ („) и делается шаг по направлению к этому 
множеству, т. е. 

- " = + - = (12) 

ще Рц„) — оператор проектирования на множество Ф,(„). 
В частном случае г 1 элемент * " есть проекция на множество с 

номером i{n). 
Справедливо следующее утверждение [6 ]. Если множества Ф; выпуклы, 

их пересечение Ф* = п Ф̂  не пусто и выполняется условие 

0 < f i f ^ < 2 , (13) 
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то при периодическом выборе номера i(n), т. е. i(n) = 1, 2, 3, 4, 1. 2, 3, 4, 
имеет место сходимость к элементу е Ф*. 

В нашем случае множества Ф1, Ф2, Ф3. Ф4 выпуклы, и если они имеют 
общую точку (т. е. ограничения совместны), то сходится к у»* € П Ф .̂ В 
случае коща множество Ф* пусто (из-за несовместности ограничений во вре-
менной (множества Ф^ Ф2, Ф3) и частотной (множество Ф )̂ области), в каче-
стве принимается предельная точка, принадлежащая пересечению Ф1 П 
П Ф2 П Фз (более подробно см. [4 ]). 

З а м е ч а н и е 2. Параметры релаксации удовлетворяющие (13), 
можно задавать соотношениями: 

PiV> = 

= 

О, / « V , 
<PU), i^Jo; 
о, j е / о ; 

если <p(J) < f^ijy, 
,p(j), если < <p{J) s 
y'nuxO). если v>0) > <P^Jj')\ 

где Ss — оператор, преобразующий последовательность из N элементов в 
последовательность, состоящую из N^ элементов, удалением последних 
N - Nf элементов; Оы — оператор, приписывающий коэффициентам ДПФ 

заданные значения Ф,„(/), т. е. 

ФДО. 
И 
I 

Если реализация операторов Л , Рг, P^ тривиальна, то оператор Ръ требует 
задания множества индексов /о. Очевидно, что из-за незнания функции <р{у) 
априори (т. е. до выполнения итерационной процедуры) нельзя определить это 
множество. Поэтому остается формировать множество /о по вычисленной на 
п-й итерации последовательности 

Эта задача по своей постановке похожа на задачу обнаружения сигнала на 
фоне помехи, и для формирования /о можно использовать известные, но тру-
доемкие методы. Для сокращения числа вычислительных операций обратимся 
к простому, но достаточно эффективному критерию [8 ]: 

j G /о, если 

у ^ / о , если 

< t 

s t 

где t'-"̂  — пороговое значение. К сожалению, рекуррентный алгоритм 
вычисления предложенный в [8], дает существенно завышенные зна-
чения. Поэтому в данной работе для нахождения t используется следуюпщй 
статистический подход. 

Низкоамплитудные пульсации решения трактуются как шум, обуслов-
ленный ошибками нахождения высокочастотных коэ^ициентов ДПФ Фр(1), 
IG L2. Обозначим 

6* 
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= T-jT-î W 

и по значениям вычислим выборочную дисперсию шума 

(15) 

ще med„., {/>(/)} — медиана выборки {^(i - m), + яг)}, состоящей из 
2 т + 1 элементов. После этого значение t находится в виде 

t = max(tkal^), к = 2 + 2,5. Л--1) tCz (16) 

Ускорение итерационной процедуры и выбор момента останова. Извест-
ным недостатком метода проекций на выпуклые множества является его мед-
ленная сходимость (около сотен итераций) к предельной точке <р*. Для 
ускорения сходимости используем результат работы [9 J, представляющий 
распространение алгоритма [10] на случай регуляризованных решений. В 
основе лежит минимизация функционала - II градиентным мето-
дом. Не излагая детали, приведем окончательную запись итерационного ал-
горитма (с ускорением) построения устойчивого решения, удовлетворяющего 
заданным ограничениям, в виде следующих этапов: 

1. Строится линейное регуляризованное решение и формируются мно-
жества Li, Li. 

2. Полагается п = О, = где последовательность = Р^^ имеет 
коэффициенты ДПФ, равные нулю для индексов / е U-

3. Вычисляется * = 
4. Если условия окончания процедуры выполняются, то следует переход к 

этапу 7, в противном случае выполняется этап 5. 
5» 

* = + 2s * " - ]. (17) 
6. Полагается п - п + 1, и следует переход к этапу 3. 
7. В качестве р̂* принимается элемент и работа алгоритма заверша-

ется. 
Оператор С = Т3Т2Т1 с.уществляет последовательное проектирование на 

множества Ф^ Ф ,̂ Ф3. Величину s рекомендуется задавать 0,95 + 0,975, при 
S = 0,5 имеем ^ ^̂  = * т. е. ускорение отсутствует. 

Важным для практической реализации алгоритма является выбор момента 
останова (ло) итерационной процедуры. Для выбора по можно использовать 
традиционные (для итерационных алгоритмов) критерии, например 

Однако более предпочтительным представляется критерий 
д;-)= | | |ф(-) | | - | |ф ( -« | | | 

(18) 

ще 

11Ф1"'|| = (2 
I&-2 

V2 

Критерий означает, что коэффициенты ДПФ из множества Ьг практи-
чески не меняются (т. е. произошло их «полное доопределение» на основе 
заданных априорных ограничений) и дальше продолжать итерационную про-
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цедуру не имеет смысла. Вычислительный эксперимент показал эффектив-
ность этого критерия. 

Результаты вычислительного эксперимента. Программная реализация 
описанного алгоритма включена в функциональное наполнение пакета при-
кладных программ DECONV. 

Приведем некоторые результаты восстановления импульсного сигнала 
(рис. 1) с использованием этого алгоритма. Выходной сигнал Дх), существенно 
отличающийся от ^(з'), искажался нормально распределенным шумом с 
относительным уровнем 5 %. На рис. 2 показано линейное регуляризованное 
решение <Ра (параметр а выбирался по критерию оптимальности), существенно 
отличающееся от точного решения. На рис. 3 приведено решение <р* (26 ите-
раций, S = 0,975, Cj = 0,(Ю1). На рис. 4 показана зависимость относительной 
ошибки решения 

- / ' ( / ) ) / " S V ' W 
j-O i-0 j-0 

]/2 

И величины Дф' от номера итера1щи. Видно, что номер по, удовлетворяющий 
условию (18) при Cj = 0,(Ю1 («о = 26), находится в области минимума 
Следовательно, правило (18) позволяет достаточно просто вычислить момент 
останова итерационной процедуры. Сравнивая и видим существенное 
повышение точности решения задачи восстановления импульсных сигналов с 

40 ао ./• 

Рис.3 Рис.4 

77 



использованием преддоженного алгоритма. Заметим, что в вычислительных 
экспериментах с другими к, <р решение tp* достигалось за 7—12 итератщй. 

Предложенный алгоритм легко модифицируется для восстановления 
импульсных изображений путем использования двумерного дискретного пре-
образования Фурье. 
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