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НЕОБХОДИМЫЕ И ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ НЕЗАВИСИМОСТИ 
ВЕРОЯТНОСТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК ОШИБОК 

АМПЛИТУДНОГО КВАНТОВАНИЯ ОТ ПАРАМЕТРОВ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ КВАНТУЕМЫХ ПРОЦЕССОВ 

в рамках корреляционной теории квантования по уровню исследуются чис-
ловые характеристики ошибок на выходе квантователей по уровню при округ-
лении с использованием детерминированных корректирующих сигналов. Полу-
чаются необходимые и достаточные условия, которым должны удовлетворять за-
кон распределения и характеристическая функция (ХФ) квантуемых процессов и 
при выполнении которых числовые характеристики этих ошибок не зависят от 
вероятностных характеристик квантуемых процессов. 

1. Введение и постановка задачи. На выходе цифровых систем обработки 
информации неизбежно возникают дополнительные ошибки, обусловленные 
процессами квантования по уровню как значений входных процессов при 
преобразовании «аналог — код», так и результатов выполнения реализующих 
систему арифметических операций. 

Процесс квантования по уровню состоит в замене текущего значения кван-
туемого процесса (КП) V некоторой величиной из набора дискретных уровней 
разрядной сетки цифровых устройств, равноотстоящих друг от друга на шаг 
квантования А. Ошибка квантования (ОК) е существенно зависит от того, как 
производится эта замена, или, другими словами, зависит от принятого способа 
округления при квантовании. Зависимость еотгр можно представить в виде 

£(V, с) = V - + 

где £{•} — операция взятия целой части числа; с — корректирующий сигнал 
(КС), значение которого определяет способ округления при квантовании. Так, 
если КС является случайной величиной, то такой способ округления принято 
называть либо вероятностным округлением [1 ], либо округлением с нало-
жением интерполирующих сигналов [2 ], либо округлением с использованием 
стохастического КС [3 ]. Если КС является постоянной величиной, то такой 
способ округления принято называть округлением с использованием детерми-
нированного (постоянного) КС [4 ]. В частности, если с = О, с = А/2 и с s Д, 
то ошибки на выходе квантователей при округлении с использованием де-
терминированных КС эквивалентны рассмотренным в [5 ] ошибкам на выходе 
квантователей при округлении с недостатком, до ближайшего целого и с 
избытком. Ниже рассматривается случай постоянного КС. 

Для обоснованного выбора шага квантования следует оценить резуль-
тирующее значение ОК на выходе цифровой системы, причем для возмож-
ности проведения вероятностной оценки такого значения необходимо знать 
числовые характеристики (ЧХ) ОК [6 ]. 

Результаты исследования ЧХ ОК непрерывных по уровню процессов до-
статочно полно изложены в [5 ,7 ,8 ] . Особенности и результаты исследования 

111 



ЧХ OK дискретных по уровню процессов приведены в [4, 9, 10 ]. Остановимся 
кратко на основных результатах, полученных в указанных работах. 

Рассмотрим сначала случай, когда КП может принимать значения только 
из набора дискретных уровней, отстоящих друг от друга на шаг Д5 = 
(м = 2^, 5 = 1, 2, ...), что имеет место, например, при вычислениях в ЦВМ. 
При этом А^ имеет смысл цены младшего разряда ячейки для записи КП, А — 
цены младшего разряда для записи квантованного процесса, а 5 — количества 
отбрасываемых (усекаемых) при квантовании двоичных разрядов. Одномер-
ный >viy,(») и двумерный н'2у,(*) законы распределения такого КП имеют вид 

(1.2) 

ое 00 

'1. '2) = 2 И - ^A)<5(V'2 - Ql^s), (1.3) 

где 6(*) — дельта-функция; p{q) — вероятность, с которой ц> в момент времени 
t принимает значение ^ = ^А^; p{qu qi) — вероятность, с которой V в моменты 
времени ti и <2 принимает значения хру = ^^А^ и V2 = qz^s-

В [4 ] показано, что если при любом m = О, 1, 2, . . . , jx - 1 

00 

2 p{sx + т)= ц~\ (1.4) 

со 

2 (яи + m)Asp(giu + т) = 
(1.5) 

то для одномерной характеристической функции (ХФ) квантуемого процесса 
в1у,(*) справедливы соотношения: 

© l y f ^ n , Л = 0 при njt^Tfi и © l y f e n , < ] = 1 при п = хц, 
^ ' \ / (1.6) 

'1Ц, 2л — 
О при п ^ xfi, 
jm^it) при п = (1.7) 

где тц,{() — математическое ожидание КП; т = О, ± 1, ±2 , . . . . 
Аналогично, если при любых mi, гпг = О, 1, 2 , - 1 

со 00 

(1.8) 

л-1 

TO справедливы соотношения 

®2»> г, h i / -irn,-f-K, ti, 12 _ Jo при n ^ Xjju или к ^ r^, 
1 при n = rji и k = TjM, (1.10) 

(1.11) 
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гдег1,Т2 = О, ±1 , ±2 , . . . . 
При выполнении условий (1.6) и (1.7), (1.10) и (1.11) математическое 

ожидание дисперсия и корреляционная функция K,s(ti, tz) OK, а 
также взаимная корреляционная функция Ky,s(ti, h) OK и КП не зависят от 
вероятностных характеристик (ВХ) КП и равны [4 ] 

А Д . _ - 1) (1.12) 

^ " ( ' ь ti) = h) = 0. (1.13) 

Пусть теперь КП непрерывен по уровню, что соответствует случаю 
Д5 -* О или fi 00. Тогда, как это показано в [5 ], если 

G 'IV 
12ж 

®1V X " ' ' 

(1.14) = О при п ^ О, 

то ОК имеют равномерную плотность распределения, а 

(115) 

Если наряду с условием (1.14) выполняются следующие условия: 

= 0 при л ^ О , 

X ' ь = 0 при п ^ О или k:>tO, (1.17) 

Q [ ^ ( 0 , ^ k , t u t 2 ) = 0 при (1.18) 

то ЧХ ОК определяются соотношениями (1.13) и (1.15) [4 ]. 
В [5, 7 ] показано, что ЧХ ОК непрерывных по уровню процессов опреде-

ляются соотношениями (1.13) и (1.15) при выполнении условия 

0)2, /2) S О при >Шо или Icojl > «о, О < Шо < 2л: /д. 

Нетрудно заметить, что условия (1.17) и (1.18) включают в себя это ус-
ловие и, следовательно, охватывают более широкий класс КП. 

Приведенные выше условия того, что ЧХ ОК определяются соотно-
шениями (1.12), (1,13) и (1.15), являются достаточными условиями. Настоя-
щая работа посвящена доказательству необходимости условий (1.10) и (1.11), 
(1.17) и (1.18) того, что ЧХ ОК не зависят от вероятностных характеристик 
КП. Кроме того, вней доказывается достаточность условий (1.6) и (1.7), (1.10) 
и (1.11) для выполнения соотношений (1.4) и (1.5), (1.8) и (1.9) соответствен-
но. 

2. Одномерные закон распределения и числовые характеристики ОК. 
Исходя из (1.1) и (1.2), для определения ВХ ОК имеем 

wu(e, 0 = 2 Р(яЩ£ - с)}. (2.1) 
4 = - ' 

(2.2) 

и з 



(2.3) 

0=2 с)р(с[) - my,(t)m,(t), (2.4) 

,= -00 

Учитывая периодичность с), перепишем (2.1)—(2.5) в виде 

fi-i » 

^i-l UU 

'">(0 = 2 с) 2 + m), 
m = 0 

/<-1 
'^'(O = 2 + m) -

m=0 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 

0 = 2 0 2 + 'и) m=0 

00 

- пц{{) ^ c) 2 + m) = 

/.-1 
= 2 0 

m = 0 
2 (S" + m)Asp(gfx + m) - пц,{1) 2 + m) 

0, 
'«vCO = 2 2 (S" + m)Asp{gfi + m). 

(2.9) 

(2.10) 

Анализ (2.6) —(2.10), a также результатов [4] дает возможность сфор-
мулировать и доказать следующие теоремы.. 

Теорема 1. Для того чтобы ОК имели равномерно-дискретный закон рас-
пределения, т. е. для любого / = О, 1,..., - 1 с вероятностью Р = /г"' прини-
мали значения (ifi'^A - с), необходимо и достаточно, чтобы для любого 
m = О, 1, ...,ju — 1 выполнялось условие (1.4). 

Теорема 2. Для того чтобы при заданном значении КС ОК были не кор-
релированы с КП t) = О, необходимо и достаточно, чтобы 

М-1 /"-1 
2 «('"Д.г. с) 2 (S" m)AsP{m + т) = 2 £(.mAs, с) 2 + '")• 

(2.11) т=0 т=0 

Теорема 3. Для того чтобы при любом значении КС ОК были не кор-
релированы с КП K^t{t, t) = О, необходимо и достаточно, чтобы для любого 
W = О, 1, ...,/г - 1 
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00 ® 
(S" + m)^sp{gti + m) = mv(0 ^ + m). (2_i2) 

Следствие 1. При выполнении условий теорем 1 и 3 ОК имеют равномер-
но-дискретный закон распределения и являются некоррелированными с КП, а 
mt{f) и а^ (i) определяются (1.12). 

Теорема 4. Для того чтобы при любом m = О, 1, —ч" — 1 были справед-
ливы соотношения (1.4) и (1.5), необходимо и достаточно, чтобы выполнялись 
соответственно условия (1.6) и (1.7). 

Справедливость первых двух теорем непосредственно следует из анализа 
соотношений (2.6) и (2.9) соответственно. Достаточность теоремы 3 непосред-
ственно следует из (2.9). Необходимость теоремы 4 следует из результатов [4 ]. 
Доказательство необходимости теоремы 3 и достаточности теоремы 4 дано в 
приложении. 

3. Двумерные закон распределения и числовые характеристики ОК. Ис-
ходя из (1.1) и (1.3) с учетом периодичности функции е(г/>, с), запишем выра-
жения для определения ВХ ОК в виде 

WjXei, £2. '1. '2) = S ~ t-)} X 
mĵ O »i2=0 

06 00 X (5|ej - £ ( m A . c)} E S + '"i ' + ^2)' (3.1) 

00 00 
X E E + '"b + - (3 2) 

/ 1 - 1 / < - 1 00 00 

h) = ^('"jAs, C) 2 E + mi)Asp(gji + mi, g^u + тг) -

- mv,(/i) ^ £(m2Aj, c) ^ + "iz) = ^ e(m2As, c) X 

m2=0 «2--°° m2=0 
00 06 00 2 E 2 + "lb + тг) - 2 , PC^i" + >4=0 «1=-® «2=-" «2=-" (3.3) 

Анализ (3.1)—(3.3), a также результатов [4 ] позволяет сформулировать и 
доказать следующие теоремы. 

Теорема 5. Для того чтобы ОК имели двумерный равномерно-дискретный 
закон распределения, т. е. для любых г'ь г'г = О, 1, ...,/u - 1 с вероятностью 
Р = /л'^ принимали дискретные значения (iiAs - с, г̂ Ал - с), необходимо и 
достаточно, чтобы для любых /Ид, «12 = о, 1, ...,/г - 1 выполнялось условие 
(1.8). 

Теорема 6. Для того чтобы при любом значении КС ОК были не кор-
релированы с квантуемым процессом /2) = О, необходимо и достаточно, 
чтобы при любых mi, тг = О, 1,..., - 1 
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Ц-l 00 00 . ^ 
2 Е Е + fni)^sp{giH + mug2fi + тг) = У + mj). 

Следствие 2. При одновременном выполнении условий теорем 5 и 6 ОК 
имеют двумерный равномерно-дискретный закон распределения и являются 
некоррелированными как с КП, так и между собой (1.13), а mAt) и a^(t) 
определяются соотношением (1.12). 

Теорема 7. Для того чтобы при любых mi, /иг = О, 1 1 были спра-
ведливы соотношения (1.8) и (1.9), необходимо и достаточно, чтобы выпол-
нялись соответственно условия (1.10) и (1.11). 

Справедливость теоремы 5 непосредственно следует из анализа соотно 
шения (3.1). Достаточность теоремы 6 непосредственно следует из (3.3) с 
учетом того, что выполнение условия (1.8) для одномерного случая эквивален-
тно выполнению условия (1.4). Необходимость теоремы 7 следует из резуль-
татов [4 ]. Доказательство необходимости теоремы 6 и достаточности теоремы 
7 аналогачно приведенным в приложении доказательствам теорем 3 и 4. 

4. Обобщение на случай непрерывного распределения КП. Полученные 
выше результаты легко обобщаются на случай квантования непрерывных по 
уровню процессов (Д^ - 0 , ^ ^ оо). Так, условия (1.4), (2.12), (1.8) и (3 4) 
вырождаются в условия 

2 (^Д + + x,t) = пц,{1) J] + X, t). 
g=-„ (4.2) 

00 00 

2 E H-a^teiA + Xi, йА + tu (2) = Д-^ ,. ,, 

/ E S + xi)w2,^(giA + xu giA + л:2, h, t2)dxi = 

00 

= "hih) 2 Wy^ig^A + Xj, t^). (4.4) 

где и Wbt,(*) — одномерная и двумерная плотности распределения КП и 
должны выполняты:я для любых значений непрерывных по уровню величин 
л:, л:1 и Х2 из диапазона их изменения от О до Д. 
п " (1.11) вырождаются в условия (1.14), 
1 Ч ^ ^ ' соответственно, в условиях теорем 1, 3, 5, 6 и следствий 
1, / и к имеют равномерную на интервале от - с до Д - с плотность распреде-
ления, а для ЧХ ОК из (1.12) имеем (1.15). 

Справедливость приведенных соотношений доказана в приложении 
R V ® анализа результатов исследования 
а А и к 11—7 J приведены условия, которым должен удовлетворять закон рас-
пределения и ХФ дискретных и непрерывных по уровню КП и при выполнении 
которых ОК имеют равномерно-дискретный или равномерный закон распре-
деления и являются некоррелированными как с КП, так и между собой и дано 
доказательство их необходимости и достаточности. Приведенные условия 
включают в себя известное из теории квантования по уровню достаточное 
условие связанное с требованием финитности ХФ КП, и, следовательно, охва-
тывают более широкий класс КП. 
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Полученные результаты в каждом конкретном случае позволяют обосно-
ванно решать вопрос о том, насколько правомерно при оценке результирующе-
го значения ОК на выходе цифровых систем считать, что ЧХ ОК, возникающих 
как при преобразовании «аналог — код», так и при выполнении арифмети-
ческих операций на ЦВМ, определяются соотношениями (1.12), (1.13) и 
(1.15). 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

Д о к а з а т е л ь с т в о н е о б х о д и м о с т и т е о р е м ы 3. Пусть 
Кц„{и <) = О при с = О и с = As, т. е. пусть для указанных значений КС выпол-
няются условия (2.11): 

ОС W " 

2 е(тА5, 0) 2 (аи + m)Asp(gn + т) = ^ е(тАл, 0) ^ p(sM + m), 
m=0 g = -» '"=0 « = - " (П1) 

fl-1 oo " 
^ e(mAs, As) X + m)Asp(g^ + m) = ^ e(mAs, A^) ^ + "i)-
m=0 «=-« «=0 (П2) 

Исходя ИЗ (1.1), имеем 

e(mAs, As) = 

При этом условие (П2) с учетом (ПЗ) можно переписать в виде 
00 00 

^ ( g f i + f i - l)AsP(g" + - 1) = «v(0 2 + i" -

e(mA5, 0) при m = 0, 1,..., - 2, 
E(mAs, 0) - A при m = уи - 1. (ПЗ) 

(П4) 

Таким образом, выполнение условий (П1) и (П2) равносильно выпол-
нению условий (П1) и (П4). 

Пусть теперь (2.11) выполняется для с = kAs, Л = О, 1, 2, т. е., наряду с 
(П1) и (П2), выполняется условие 

2 e{mAs, 2As) (S" + m)Asp{m + m) = m^{t) ^ e(/nAs, 2As) ^ p{gti + m). 
m=0 «=-» '"=0 «=-» (П5) 

Исходя из (1.1), имеем 

e(mAs, 2As) = 

При этом (П5) с учетом (П4) и (П6) можно переписать в виде 

e(mAs,0) при m = О, 1, 2, ...,/< - 3, 
e(mAs, 0) - А при т = ц — 2, (П6) 
e(mAs, 0) - А + As при т = ц -

00 00 

^{gn-^fi- 2)Asp{,gn - 2) = пц{1) 2 + - 2). (П7) 

Таким образом, выполнение условий (П1), (П2) и (П5) равносильно вы-
полнению условий (П1), (П4) и (П7). 

Аналогичным образом можно показать, что выполнение условий 
0 = 0 при с = kAs, А: = О, 1 , - 1 эквивалентно выполнению усло-

вий (П1) и (2.12) для т = fi - \,ц - 2,..., 1. Выполнение условий (2.12) при 
т = - \,fi - 2,..., 1, согласно (2.10), приводит к выполнению (2.12) и при 
m = 0. Таким образом, выполнение условия <) = О при любом значении 
КС требует выполнения условия (2.12) для любого m = О, 1, 2,. . . , - 1, что 
доказывает необходимость теоремы 3. 
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Д о к а з а х е л ь с т в о д о с т а т о ч н о с т и т е о р е м ы 4. Обоб-
щая результаты, полученные в [9 ] для случая т = ц/2, на случай т = 
= 1,2, — 1, имеем 

F-i'n) = (S" + rnr^lp{gfl + т) = f A/jv" 

X 2 (sin ^ hk) [cos J (a - 2m)k] ©^ Л, < /1+1 • 
k*0 

X E (sin X f ^ ) [sin 5 C" - 2m)i] k, t], (^8) 
k*0 

где Л/{«} — символ математического ожидания; О < Л < Д5/2. Пусть 

^iv 
О при к ^ ГЦ, 
/"mIv"} при к = Г(1. (П9) 

Тогда (П8) после проведения суммирования с учетом [11] принимает вид 
00 

Fnim) = Е (S" + + т ) = Щ10) 

Нетрудно заметить, что (1.6), (1.7) и (1.4), (1.5) являются частным случа-
ем (П9) и (П10) прип = Оил = 1 соответственно. Таким образом, выполнение 
условий (1.6) и (1.7) приводит к справедливости соотношений (1.4) и (1.5), что 
доказывает достаточность теоремы 4. 

О б о б щ е н и е н а с л у ч а й н е п р е р ы в н о г о р а с п р е д е -
л е н и я КП. Пусть дискретный по уровню процесс 

V = 9А5 = (gu + m)Aj = ^Д + jc; х = mAs = (П11) 

где т = О, I, ...,ju - I, а процесс х изменяется в пределах от О до Д - Aj. В 
случае Aj -» О (м оо) дискретные по уровню процессы V и х вырождаются в 
непрерывные. При этом х изменяется в пределах от О до Д, а плотность рас-
пределения КП V определяется следующим образом: 

+ x,t) = limp(gu + т)/As при Д^ 0. (П12) 

Разделив обе части равенства (1.4) на As и приняв во внимание, что 
juAs = Д, после перехода к пределу при As О с учетом (П12) получим (4.1). 
Аналогично, разделив обе части равенства (2.12) на As и перейдя к пределу 
при As О, получим (4.2). 

Одномерная ХФ 9i^(co, t) дискретного по уровню процесса V, закон рас-
пределения которого описывается соотношением (1.2), определяется выраже-
нием 

0 = 2 p(g)exp{jcogAi 
(П13) 

откуда при значении аргумента (о = htn!А (и = О, ±1, ±2, . . . ) [5 ] 

«-1 
^ я, < = 2 ] ехр{у ̂  тД^} J ] p(gu + m). 

m = 0 
(П14) 

« 
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= mAs] X /{(S" + m)As]pigfi + m). (П15) 

Из (П14) и (П15) следует, что при выполнении условий (1.4) и (1.5) 
справедливы соотношения (1.6) и (1.7). 

Разделив и умножив правые части выражений (П14) и (П15) на As и 
перейдя к пределу при As О, нетрудно получить, что 

^ /1, <1 = / е х р { ; ^ х] 2 + (П16) 
откуда следует, что если для любого и < х < д выполняются условия v^.i; и 
(4.2), то справедливы соотношения (4.5) и (4.6). Соотношения (4.5) и (4.6) 
также следуют из (1.6) и (1.7) при/г оо. 

Аналогачным образом можно показать справедливость проведенного обоб-
щения полученных результатов на случай квантования непрерывных по уров-
ню процессов при рассмотрении двумерных ВХ ОК. 
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