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о ЧИСЛЕННЫХ АЛГОРИТМАХ ТРЕХМЕРНОЙ 

ТОМОГРАФИЧЕСКОЙ РЕКОНСТРУКЦИИ 

Рассматринаются вопросы, связанные с построением ЧИСЛСЕШЫХ алгоритмов 
восстановления плотности трехмерн1,1х объектов но инте1-рал1.ным значениям 
в:(0Л1. прямых, проходящих чсрсз окружность. Иснользопание ал-
гори I МО» позЕюляет избежать представления объекта в виде набора слоев постоян-
ной плотности, характерного для классической компьютерной томографии. 

В компьютерной рентгеновской томографии трехмерный об1.ект представ-
ляется обычно в виде набора тонких срезов. Для восстановления плотности 
среза решается задача обращения двумерного преобразования Радона. Для 
исследования ряда объектов более естественна другая схема, когда источник 
излучения движется по некоторой пространственной кривой. Каждой точке 
кривой соответствует конус лучей, проходящих через эту точку. Исходными 
данными являются данные об ослаблении излучения при прохождении через 
объект. Математически задача ставится как задача восстановления функции 
трех переменных по интегралам вдоль прямых, проходящих через заданную 
кривую. Решению этой задачи для различных классов функций и различных 
типов кривых посвящены работы 11—6 |. 

В [2 I получена формула обращения для функций, имеющих финитный 
носитель, и для кривых, удовлетворяющих определенным условиям. Главное 
здесь — условие Кириллова — Туя, заключающееся в том, что любая пло-
скость, пересекающая объект, пересекает кривую, по которой движется 
источник. Примером кривой, удовлетворяющей условиям |2 |, является сово-
купность двух единичных окружностей, лежащих во взаимно перпендикуляр-
ных плоскостях. Однако построение численных алгоритмов непосредственно 
на основании формулы, приведенной в [2 |, затруднительно |7, с. 201 |. В |8 ] 
формула обращения приведена к виду, позволяющему строить численные 
алгоритмы. Другой способ построения числснных алгоритмов трехмерной то-
мографической реконструкции основан на результатах работ |5, 6, 9 |. Из 
полученных там теорем следует, что для функций, имеющих финитный 
носитель, условие Кириллова — Туя не является необходимым, в частности, 
кривая движения источника может состоять из одной окружности. В |6 | пока-
зано, что задача восстановления функции по ее интегралам вдоль прямых, 
проходящих через единичную окружность с центром в точке (О, О, 0), лежа-
щую в плоскости Z = О, может быть разделена на две части: 

1. Восстановление по интегралам вдоль прямых, проходящих через окруж-
ность, интегралов вдоль прямых, проходящих через круг. 

2. В о с с т а н о в л е н и е ф у н к ц и и п о и н т е г р а л а м в д о л ь п р я м ы х , п р о х о д я щ и х 
ч е р е з к р у г . 

Из результатов |9 | следует, что задача в целом является неустойчивой в 
пространствах Соболева. Однако, как показывают результаты числснных экс-
периментов, приводимые в настоящей работе, для первой части задачи могут 
оыть построены вполне приемлемые по точности численные алгоритмы. 

81 



Как отмечено в [ 10 ], зная интегралы вдоль прямых, проходящих через два 
взаимно перпендикулярных единичных круга, лежащих в плоскостях z = О и 
у = О, можно восстановить интегралы вдоль прямых, лежащих в любой пло-
скости, перпендикулярной оси ОХ и пересекающей объект. Этот прием в 
сочетании с численными алгоритмами, излагаемыми в настоящей работе, дает 
еще один класс численных алгоритмов восстановления функции в условиях 
Кириллова — Туя. Здесь важно то, что задача сводится к хорошо разработан-
ному двумерному случаю. Результаты соответствующих модельных экспери-
ментов приведены в [10—12 ]. Результаты, полученныев [6], справедливы для 

пространств размерности 3 и выше. При построении численных алгоритмов 

будем рассматривать функции трех переменных/(.vi, Хг, z) = f(x, z). 

Следуя |5 ], введем обозначения 

00 

Jf(x -t- pz, z)dz = u(x, p), 
— ОС 

здесь л = (хиХг), Р = (Ри Pi)- Отметим, что интегрирование ведется по dz, 
обычно в задачах томографии интегрируют по «//-элементу длины соответст-

вующей прямой. В [5] решена задача восстановления функции f(x, z) по 

функции 

здесь дК — единичный круг. В первую очередь рассмотрим численные ал-

горитмы для первой части задачи, т. е. по функции и(х, р) = ii(xu Xi, Ри Рг), 
известной в точках \х\ = 1, / / g Лг, будем восстанавливать ее в точках 

\х\ < \ , р G Ri. В [51 получена явная формула для выражения ii{x, р) через 

р): 

и(х, р) = // Т{х, /;, J, p')dQydp'. 

Для рассматриваемого случая функций трех переменных ядро Т имеет вид 

Т{х, р, у, р') = -л'^ \{х,х- у){у, р - р') + (у, У - х)(х, р - р') I 

здесь (а, h) — скалярное произведение векторов а и Ь. Интеграл понимается в 
смысле аналитического продолжения. Используя прием, аналогичный изло-
женному в [ 13,141, можно получить соответствующие численные алгоритмы. 
Однако для построения численных алгоритмов могут быть использованы и 
свойства преобразования Фурье функции и{х, р), отмеченные в [6 ]. Наличие 
алгоритмов быстрого преобразования Фурье и соответствующих спецпроцес-
соров делает целесообразным рассмотрение подобных алгоритмов. Ниже будут 
приведены выражения для определения функции и{х,р), учитывающие 
дискретность исходных данных и необходимость согласования со стандарт-
ными программами ДПФ. 

Итак, пусть дляДлгь хг, z) известна функция 

«(.v., Х2, Ри Рг) = f/ixi + Piz, хг + piz, z)dz = ^f{x + pz)dz (D 

при всех.*, удовлетворяющих условию \х\ = 1, и при всехр, принадлежащих 

Кг. Требуется найти функцию и{х\, хг, Ри Pi) для всех х, таких, что I .vl < 1, и 

всех р, принадлежащих Ri. Следуя [6 ], рассмотрим и(х, ш) — преобраз9вание 
Фурье от функции и{х, р) по переменной р: 

(Ш, р) = Ш1Р1 + iOlPl. 

После замены >» = .*: + pz получаем 
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Из формулы (2) видно, что и{х, со) = u(xi, Х2, coi, С02) — функция переменных 

со = {со1,и)2)кд = (ai,x) = (coiXi + 0)2^2). Этот факт отмечен в [6 ]иможетбыть 

использован для восстановления функции и(х, ы) в точках 1x1 < 1 по значе-

ниям в точках 1x1 = 1. Отметим, что и в исходных данных, и в результате 

ш S R2. Для нахождения функции и(х, р) следует использовать обратное пре-

образование Фурье. Итак, для заданных со G Кг м х, такого, что Ijcl < 1, 

необходимонайтиу, такое, что(ш, .с) = (ai,y)n lyl = 1. Это приводит к систе-

ме уравнений 

uJiXy + ШгХг = Wiyi + СО2У2, + А = ^ ^^^ 

при условии + < 1. 

Для решения системы (3) удобно перейти к полярным координатам. Пусть 

XI = RxcosFx, хг - RxsinFx, coi = RcoCosFco, С02 = RcosinFco, = cosFy, уг = 
= sinF};. Для точки (О, 0) полярный угол полагаем равным нулю. 

Система уравнений (3) сводится к уравнению 

Ru) X Rx X cos(Fx - Fco) = Rco X cos(Fy - Fco). (4) 

Если Rco ^ 0, TO для нахождения F>'получаем 

Fy = Fo! ± arccos(/?jc x cos(Fx - Fuj)) = Fco ± arccos(xiCOsFa) -i- .V2sin/"a)). 

(5) 

Равенство (5) можно переписать в виде 

Fy = Fco ± arccos((x, to)/ I w I). (6) 

Если Rw = 0, T. e. coi = cu2 = 0, то решением уравнения (3) будет любое j , 
удовлетворяющее условию lyl = 0 , или, что то же самое, любое Fy. Отсюда, в 
частности, следует, что выражение (5) справедливо при любом со. Из (5) 
следует, что если Fy — решение уравнения (4), то Fyi = 2Fco - Fy — то же 
решение уравнения (4), кроме того, решениями будут величины вида 
Fy ± 2лк, где к целое. 

Комбиниру$| знаки в выражении (5), можно получать различные ветви 
решения. В частности, при отладке и тестировании программ желательно 
иметь ветвь решения, для которой выполняется равенство Fx = Fy при 
Rx = 1. На такой ветви, задавая в качестве точки х одну из точек, в которой 
заданы исходные данные, мы должны получить их в качестве решения, что 
является хорошим тестом при отладке. Для дальнейшего нам потребуются 
равенства 

arccos(cosA:) = 

2л + X, если —2л: < х < —л, 
—X, если —л < X < О, 

л;, если О < jc < л, 

2л — X, если л < X < 2л. 

Fy = 

Введем обозначения: FD = Fx - Fco и Fy\ = Foj + arccos(y?.vcosf"Z)). Рас-

смотрим ветвь решения уравнения (4), которая задается следующим образом: 

Fy\ - 2л, если -2л: < FD < -л, 
2Fco - если -л < FD < О, 
Fy\, ссли О < FD< л, 
2Fw - Fy\ - л, если л < FD < 2л. 

Для таким образом определенной ветви выполняется равенство Fy = Fx, если 
Rx = 1. Отмстим, что для других ветвей в силу погрешностей счета решение, 
рассчитанное в точке наблюдения, может не совпадать с исходными данными 
в этой точке. Величина этого расхождения может использоваться для оценок 
ошибок, обусловленных дискретизацией. 

Решениям (5) и (6) системы уравнений (3) можно дать следующую гео-
метрическую интерпретацию. Пусть заданы точки х w со. Для нахождения 
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решения следует через точку х провести прямую, перпендикулярную вектору 

наити точки пересечения этой прямой_с сдиничн_ой окружностью: v и / . Для 

точек дг, и выполняются равенства со) = и{у, ш) = й(у', oj). Приведем 

формулы для вычисления полярного угла точки ;с по ее декартовым координа-

там, необходимые для использования формул (5) и (6) при построении чис1ен-

ных алгоритмов Вычисляется главное значение полярного угла лежащее в 

пределах fO, 2л]; х, = \x\cos<p, Х2 = U ls in^ ; лежащее в 

если xi = О и лгг = О, <р = О, 
если XI = О и JC2 > О, ^ = л/2, 

если л:, = О и л:2 < О, ^ = лЗ/2, 
если > О и > О, ^ = arc1g(x,/x2), 

если .VI > О и Х2 < О, <р = 2л + arctg(.V2/ v,) 

если XI < О, г = л + arctg(A-2/xO. 

Систему (3) можно решать и не переходя к полярным координатам ие-

^ - -.>'.)^эквивaлeнтнь,ecм;тc-
ме U) и сводящиеся к уравнению 

IWLYJ - 2w,(W, + (СУ, Х) - ш1 = 0. 

Перейдем к дискретному варианту задачи. Ucviecoo6pa3tio дать подпобное 
описание алгоритма, которое может быть использовано при сос? про -
рамм на любом языке высокого уровня. силениипрог 

П у с ^ задан трехмерный массив U(kl,k2, кО), к\ = I, ;V1, к2 = 
, ..., т, кО - 1, ..., JVO (как обычно, при применении БПФ N1 ' N2 — сте-

пени 2). Предполагается, что 

U(k\,к2,к0)-= u{cos<p,o, siny>,o, Ри, /hi), 

<Pko = (кО - 1)2л:/Л^0, 

lhi=Al + {kl - 1 ) ( /Л -Л\)/т = . 11 + (/tl _ (7) 

/hi = A2 + (k2 - 1)(B2 - A2)/N2 = A2 + (k2 - 1)(32, 

n.-fpnt'T"" есть массив значений функции u(cosr, sin/,, /;„ /,2) с 
шагом йу, по углу у, и шагами <31 ис52 по координатам/,, и р,. Наик^лее в жн ,й 
случаи, когда Л1 = Л2 = -Л, /Л = yi2 = /i > О, A ' / L т = Л ^ п о ст , " 
снии численных алгоритмов предполагается, что значениями функции вис 
прямоугольника заданного числами у12, В2), можно пренГб^еГ От-
метим, что если функция Дх, у, Z) отделена от плоскости Z = О, т е существует 
h такое, чтоДх, . ) = О при Izl < Л, то можно указать квадрат'в плоскост" 

Ux{k\,k2) - и{хи Х2, /hu /Ьг), к\ = 1, ..., Л'1, Х:2 = l , . . . ,yV2 

массива W1 и N2 - степени 2); Л\^А2,В\,В2 - числа, ограничив^щие 
прямоугольник по координатам и /,2 и задающие вместе числами м Л г 
шаги Й1 и с32 по этим координатам; .d , х2 - числа, задающие точку, в которой 

в ы ч и с л я е т с я п р и б л и ж е н и е . 

Выходные данные: массив Ux{k\, к2) размерностью (Л'1, Л'2) 

Ш а г 1. Д л я Bcex>tO = 1, ..., н а х о д и м д и с к р е т н о е п р е о б р а з о в а н и е Ф у р ь е 
по переменным к\,к2. Получаем комплексный массив FU{k\, к2, кО), ki = 

I, ..., yV/, / — 0 ,1 ,2 . * ' 

FU{k\,k2,kQ) следует сформировать массив 

используя формулу (5). Для каждого е 11 Л'1 | /(.2 е 11 N2\ 
Т ^ и Л Г п м " ~ -координаты, соответствующие отсчету с индек-
S n n o l ' ^ M . M u T " " ^ " соотношения между дискретным и непрерывным пре-
образованиями Фурье, приведенные в 115 I, получаем 
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ш, = (2jr/B, - A,)(N,/2 - l M / 2 - A-, + 1 ])sgp(M/2 - k, + 1), i = 1, 2, 

( 8 ) 

здесь [.X I — целая часть x: 

, , f 1, если .V > 0; 
sgp(.v) = если .V < 0. 

Для точки Ш = (СУ 1, W2) находим полярный угол Fa» и, пользуясь формулой (5), 
полагаем fy = foj + arccos(.*;iCosFw + j:2sinFa)). Если Fy не принадлежит 
интервалу |0, 2л:), то, добавляя или отнимая 2л, нужно привести Fy к этим 
пределам. Затем следует положить 

= IFyx NQ/bi I + 1, FUx{k\, k2) = FU{k\, k2, кЩ. (9) 

Приведенная выше формула для при программировании удобна тем, что все 
случаи описываются единообразно. Для сокращения времени счета можно 
использовать формулу (6), но здесь нужно выделить случай о) = О или, что то 
жесамое,^] = к2 = 1. Вэтомслучаеугол ^уииндексЛОможновзятьлюбыми. 
Например, можно положить FUx{\, 1) = FU{\, 1,1) для всех х. Если 1 
или к2 ц!^ 1, то Fy — F(jj + arccos((x, ш)/ Iw I), точка ш находится по формулам 
(8), величины kQFUx{k\, к2) вычисляются по формулам (9). Шаг 2 закончен. 

Шаг 3. Следует взять обратное дискретное преобразование Фурье от мас-
сива А:2). 

Для изложенного алгоритма было проведено численное моделирование. 
Восстанавливалась характеристическая функция цилиндра с параметрами 
Н\ =0 ,1 , Н2 = 1,0, /? = 1. Количество углов 64, количество отсчетов при 
фиксированном значении угла 64 х 64. Восстановление производилось в точке 
л: = О (в центре круга). Среднеквадратическая ошибка восстановления со-
ставила 10 %. 

Изложенный алгоритм позволяет восстановить интегралы от функции 
/(.Vi, .V2, z) вдоль прямых, пересекающих единичный круг, по ее интегралам 
вдоль прямых, пересекающих границу этого круга — единичную окружность. 
При любом фиксированном xi можно рассмотреть функцию двух переменных 
.V2 и Z, получающуюся из функцииД.х,, Х2, z). Если известны интегралы вдоль 
всех прямых, пересекающих единичный круг, то для функции двух перемен-
ных известны интегралы вдоль всех прямых, пересекающих отрезок [—1, 1 ]. 
В [6 1 показано, что этих интегралов достаточно для восстановления функции 
при выполнении определенных условий, которые заведомо выполняются для 
функций с финитным носителем, лежащим в полосе, образуемой прямыми 
Х2 = —1 и .V2 = 1. Отметим связь результатов работы [6 ] с теоремой Пэли — 
Винера, где показано, что указанная задача можетбыть сведена к следующей, 
названной задачей С. По заданной функции 

со 

-V2) = fg(x, Si + s2x)(Jx (si G Ri, S2= [ -1 , 1 ] ) 

найти i'(.V|, ,V2) при условии, чтоДхь Xi) = О при \xjx2\ > 1. Используя обыч-
ную форму преобразования Радона 

р) = / i ' ( .v ) (3(p - x))dx, i = ( ^ ь ^2), 

/') = F(cosy>, sin^, /j), 

получаем 

"(•'̂ ь S2) = fg(x, Si + S2x)(/x = jc2)(5(si - ((-S2).x:i -t- xi))clxidx2 = 

= 1, -Vi) = (1 + + 1/(1 + 

.sV(l + = (1 + SJ{\ + s^)-»/^), 
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здесь <р — полярный угол точки {-Si, 1). Если изменяется в пределах 

[-1, 1 ], то у? изменяется от -л/А до л/А, ар = Si/(1 + s])'^^ — в пределах 

(-00, оо)при|2 Е 1 - 1 , 1 ]H |I G /?I.B [61 при сведении К задаче С для функции 

двух переменных функция g(xu хг) строится по исходной функции Дхь хг, z) 
таким образом, что g имеет финитный носитель, если /отделена от плоскости 

Z = О, т. е. существует Л, такое, чтоДхь Xi, z) = О при I zl < h. Итак, в задаче 

С функция ^должна быть восстановлена по ее преобразованию Радона, задан-

ному в полосе <р G [ -л:/4, л/А ]. Напомним, что полное преобразование Радо-

на задается в полосе <р е [-л, л ]. Для функций с финитным носителем, учи-

тывая связь между преобразованиями Радона и Фурье, естественно обратиться 

к теореме Пэли — Винера. Докажем следующее 

П р е д л о ж е н и е . 

Если функция Ддгь Xi) G /^(Лг) имеет финитный носитель и существуют 

TaKHeyiHy'a, чтодля всех/; G и ^ G [fu^Pi] ЛДу», р) = 0. тоДдс) = 0. 

Действительно, пусть Д!) — преобразование Фурье функции Дл:). В 116, 

с. 19] показано, что для любого фиксированного а выполняется равенство 

Да^) = p)c"''dp, которое можно переписать в виде 

Дасозу?, asin^) = ^Rfif, p)c'"''dp, 

т. е. для того чтобы получить двумерное преобразование Фурье от Дл:1, хг) на 

луче с углом <р, нужно взять одномерное преобразование Фурье от преобразо-

вания Радона на линии, соответствующей углу (р. 
Таким образом, если ЛДу?, р) — преобразование Радона функции 

f(xi, ^2) — равно нулю внутри полосы <pi < (р < <р2, то Д^ь I2) — преобразо-
вание Фурье от той же функции — равно нулю для всех точек, лежащих внутри 
угла <р\< <р < <Р2- Если функция Дль хг) имеет финитный носитель, то по 

теореме Пэли — Винера Д^ь I2) ее преобразование Фурье является целой 

функцией экспоненциального типа. Однако если целая функция Дгь Z2) ком-

плексных переменных равна нулю при всех действительных I2, лежащих 

внутри угла <р1< (р < (рг, т. е. имеющих вид = acosy?, 2̂ = «siny, а G R\, 

<p e [fu <P2 ], TO 7(zi,' Z2) тождественно равна нулю. Таким образом, в условиях 

нашего предложения Д^ь I2), а следовательно, и Ддсь Х2) тождественно равны 

нулю. 
Факт принципиальной возможности восстановления функций с финит-

ным носителем по значениям преобразования Радона в узкой полосе по углу 
ip хорошо известен. Например, для непрерывных функций соответствующее 
утверждение содержится в теореме о носителе [17, с. 26 [. Наша цель заклю-
чалась в том, чтобы показать связь задач, возникающих при построении чис-
ленных алгоритмов трехмерной реконструкции на основании результатов |6 |, 
с этим фактом и теоремой Пэли — Винера для прояснения характера возника-
ющих здесь неустойчивостей. Связь теоремы Пэли — Винера с задачами вос-
становления функций, имеющих финитный носитель, при условии, что кривая 
движения источника не удовлетворяет условиям Кириллова — Туя, отмечена 
также в [9 [. Следует отметить также, что в некоторых приложениях функции 
из Ьг предпочтительнее, чем непрерывные, так как пустоты и инородные 
включения приводят к разрывам плотности. 

При получении томографических проекционных данных в некоторых слу-
чаях используется следующая схема. Веерный источник и приемник дискретно 
перемещаются вдоль некоторой прямой, это движение от начального поло-
жения до конечного называется траверсом. После окончания движения объект 
поворачивается и начинается новый траверс. В этой схеме за время одноат 
траверса получаются данные преобразования Радона внутри некоторой поло-
сы, ширина которой равна максимальному углу между лучами источника. 
Изложенное выше означает, что в веерной схеме можно обойтись без вращен и й 
объекта или уменьшить их количество. Это позволяет ставить задачу об 

86 



оптимальных соотношениях между точностью решения и количеством изме-
рений, сокращение которых в рентгеновской томографии имеет принци-
пиальное значение. 
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О ВЫБОРЕ ОПТИМАЛЬНОЙ ВЕЛИЧИНЫ 

РЕГУЛЯРИЗИРУЮЩЕГО ПАРАМЕТРА ЭМИССИОННОЙ 

РЕКОНСТРУКТИВНОЙ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ ТОМОГРАФИИ 

Для однофотонного метода исследуется интегральное среднеквадратическое 
отклонение восстанавливаемого изображения от истинного. Приводятся мате-
матические соотношения, позволяющие определить значение регуляризирующего 
параметра. 

Постановка задачи. В различных задачах технической и медицинской 
диагностик часто используются методы эмиссионной реконструктивно" 
вычислительной томографии. Область их применения чрезвычайно широка: 
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