
фективность дифракции в каждом порядке составляла -10 % от прошедшего 
излучения. 

р а , н ^ Т ™ Г б - " О полученным выражениям, 
^ в н ы . р - 16 , / = <ЮМГц, Расхождение этих величин по сравнению с экс-

= " ^ ' « " " " « J ' . ' " ' " ' - о й а д е Г а х н ^ ' к , 

са AU устройств — брэгговских поляризационных расщепителей. 
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ми работ, связанных с решением подобных вопросов, являются [7—9 ], причем 
в основном в подобных работах действие шумов не учитывается. 

В данной работе рассмотрено решение по методу максимального правдо-
подобия [10] задачи оценки параметров поворота, растяжения и сдвига на-
чальной точки зашумленного сигнального контура. Методика нахождения 
оценок и характер полученных результатов имеют инженерную направлен-
ность, и их практическое применение несложно. 

Постановка задачи. Пусть Г — контур эталонного (исходного) изобра-

жения, заданный в комплексной плоскости, а Г̂ , = ^гГ — контур, повернутый 

на угол А^ и растянутый в I раз, где^г = \ц I expjiAf} — комплексное число, 

\fx\ > 0 . Преобразованный контур назовем сигнальным и обозначим как Г'^'. 

Пусть, далее, 2 — шумовой (помеховый) контур. Образуем зашумленный 

контур N как сумму сигнального и шумового контуров, т. е. 

= + (1) 
Цель данной работы состоит в нахождении по контуру N оценок макси-

мального правдоподобия параметров линейных преобразований эталонного 
контура Г для следующего важного для практики случая. 

Контуры Г и 2 , а следовательно, и контуры Г^'' и Добудем считать полиго-
нальными [1, 11 ], т. е. составленными из прямолинейных сегментов, которые 
назовем элементарными векторами (ЭВ) (рис. 1). Аналитически контуры за-
дадим последовательностью этих ЭВ, представленных в виде комплексных 
чисел [ 121, в направлении по часовой стрелке, начиная от выбранной началь-
ной точки йо: 

Г = [у{п) 

N = {v(n) 

0. 1 

O.it - 1 

Yi{n) + iYi{n) 

vi{n) + iv2{n) 

0,* = {Iy(n)lexp{/y5(n) 

lv(/t)lexp|t0(A7) 0,* - 1 

2 = 

O.t-I' 

0 , 
(2) 

0, 

Здесь к — количество ЭВ, составляющих контур. Контур изображения в виде 

(2) будем рассматривать как Л-мерный комплексно-значный вектор. Задание 

контуров в комплексном линейном пространстве выбрано в связи с тем, что 

скалярное произведение (СП) контуров в этом пространстве, количественно 

отражающее степень схожести форм изображений, благодаря наличию 

мнимой части более информативно, чем СП в действительном линейном про-

странстве [13,14]. Сигнальный контур в общем случае является результа-

том преобразования эталонного контура Г путем сдвига начальной точки на 

d ЭВ, поворотом на угол Ду? и растяжением в 1/г I раз, т. с. 

Г « = = иТа = 
о , * - 1 • 

Здесь через Г^ обозначен эталонный 

контур Г, V которого начальная точ-

ка сдвинута на d элементов. 

Будем считать, что компоненты 

U n ) и U n ) Э В ^(Л!) = + 

+ и = О, 1, ..., - 1, шумо-

вого контура 2 являются центри-

рованными и независимыми слу-

чайными величинами с дисперсией 

а\ подчиняющимися нормальному 

закону распределения. Тогда функ-

ция правдоподобия зашумленного 

контура 

I//1 \у(п + d) I ехр{г[^(п + J ) + Лу̂  ]}} _ . (3) 

из 



L{N/d, A<p, = cexpj- -L (|1лг|р + 2Re(yV, Г'^Ь ]), <4) 
2a 

где 

с = (l/VbEa)\ 

л=0 „=о 

— квадраты норм контуров N и Г'"'; Re(N, Г'"') — реальная компонента СП 

контуров N и Г'^'. 

С учетом выражений (2) и (3) это СП записывается в виде 

* -1 

Г'^') = R c T l / t l Ivfn)!\v(n + d)\cxDli\e(n\ - ю(п + гП - Л,/, ll = 

* -1 Im(//, Г « ) = \у(п + d)\sm[Q(n) - ,р{п + d) - Аф]. 

«=о 

Перейдем теперь к получению оценок параметров J , Ар и 1^1 линейных пре-
образований эталонного контура Г. 

Оценка параметров зашумленных контуров. После логарифмирования 
выражение (4) принимает вид 

\nL{N/d, А,р, I//I) = 1пс -

т2 где R^ г'"' — квадрат расстояния между векторами зашумленного и сигнально-
го контуров: 

R ^ рС» = т\\ 2+ iipw II 2Re(A^, Г'^'). (8) 

Параметр сдвига d начальных точек контуров Г'"' и Г принимает только 

дискретные значения, т. е. J = О, 1, к - \ , w найти максимум функции 

правдоподобия путем дифференцирования по этому параметру нельзя. Поэто-

му его оценку можно получить лишь перебором значений расстояния R^ pW 

при варьировании параметра d и определением значения d = d, при котором 

достигается минимум этого расстояния, т. е. 

t / = ^ при pW ̂  min, d = 0,\,...,k- (9) 
л 

Как видно из выражений (8), (5) и (7), изменение d влияет только на величину 

Rc(yv, Г'"'). Поэтому правило (9) эквивалентно правилу 

= ^ при ReCA', Г'") - max, J = О, 1, ..., Л - 1. (10) 

Величина Re(A^, Г^"'), как это видно из (6), зависит также и от параметров 

\ц \ и А^. При этом параметр 1/<) играет рольлинейного множителя и не влияет 

на значение параметра d, при котором в соответствии с выражением (10) 

достигается максимум Re(A^, Г'^'). Этого нельзя сказать о параметре кото-

рый совместно с в е л и ч и н а м и + J ) и е(п) входит под знак косинуса. Данное 

обстоятельство приводит к необходимости предварительной оценки угла пово-

рота А<р, а затем уже становится возможным определение оценки параметра 

сдвига d по правилу (10). 
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Параметры растяжения 1/<1 и угла поворота Ау? являются непрерывными 

и для них существуют производные расстояния между контурами N и 

имеющие вид 

= 21/<1 ПГИ^- 2 2 l v ( n ) l \у(п + t/)lcos[e(n) - (р(п + с/) - А^], ( И ) JK 

л=0 

а(Ау>) 

К~1 
= -2I/<i2]|v(a7)I \у(п + J ) ls in[G(n) - (р(п + d) - ^^p]. (12) 

Приравнивая данные выражения нулю, получим уравнения правдоподобия 
для оценки параметров 1уи1 и Ai/j: 

к-1 

l^гl ПГН^- + J)lcos[G(fl) - <р{п + d) - А<р] = О, 
п=0 

1/'1 = |Д1 
(13) 

= 0. \ ^ «V у • ' а</> = ОФ 
=0 

= = (14) 

Решение уравнения (14) не зависит от ьеличины параметра I. Левая часть 

этого уравнения есть мнимая компонента выходной величины контурного 

согласованного фильтра (КСФ) при фильтрации защумленного контура 

фильтром, согласованным с эталонным контуром Г, который предварительно 

повернут на угол А^ (см. приложение). Поэтому уравнение (14) можно пред-

ставить как 

. = (15) 

Здесь rj!s^{k - 1 + 3) — отсчет такого КСФ в момент/и = / : - ! + t?. Отметим, 

что при отсутствии сдвига начальных точек СП контуров iV и Г, т. е. при 

с/ = О, равно отсчету КСФ для m = А - 1, т. е. (N, Г) = — 1). Из выра-

жения (15) следует, что для нахождения оценки угла поворота контура Г^̂ ' 

следует определить выходной вектор фильтра, согласованного с эталонным 

контуром Г, при подаче на его вход зашумленного контура Если (-Ау') — 

угол, на который надо повернуть дтот вектор, чтобы его напраЙление совпало 

с направлением оси абсцисс, то Ау? = - Ау?. Поэтому 

- 1 + = R e 7 _ v ( i t - 1 + (16) 
ft 

Так как в этом случае комплексное число и его модуль совпадают, то 

V-'vC't - 1 + = - 1 + A ^ ) i . (18) 

Из правила (10) нахождения оценки параметра сдвига d с учетом соотношени й 

(16) и (17) для oijCHKH параметров поворота Ау> совместно следует, что при 

d = 2и А<р = •^А<р реальная компонента выходной величины КСФ, согласо-

ванного с эталонным контуром Г, при фильтрации зашумленного контура N 

должна быть максимально возможной, а мнимая — равна нулю. Эти условия 

совместно удовлетворяются при 

д = т о + 1 (19) 

где г](то) — отсчет КСФ с максимальным значением модуля, т. е. 
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кс<с/ 4"Mf ЗУ/ 
iini'^ 

InCno^V 4"Mf ЗУ/ InCno^V 

КСФ2 

r](k-1*d) 
тг 

ЩС^о)] 

fftQ 

Выбор отсчета с маком-
мольным модулем 

П(то) 
nrg rj{mo) 

L <p 

Рис. 2 

|J7(/no)l = 1 + c/ = 0 , 1. (21) 

Определим теперь оценку параметра \ц I растяжения сигнального контура 

Г'"'. Для этого в уравнение (13) подставим оценки параметров d и Ау). Так как 

при ^<p = Д^ мнимая компонента выходной величины К С Ф равна нулю, то 

второе слагаемое из правой части уравнения (13), равное вещественной ком-

поненте выходной величины К С Ф , есть модуль этой величины, т. е. 

2) lv(rt) l \у{п + ^/)lcos[0(n) - ,р{п + 5) + Д ^ ] = = \п(то)\. 
п=0 

<22) 
Тогда из уравнения (13) следует: 

= 1;7(то)1/11Г11^ (23) 

Таким образом, для нахождения оценки максимального правдоподобия 

параметров сдвига начальной точки, угла поворота и растяжения сигнального 

контура Г'"' относительно эталонного контура Г по вектору зашумленного 

контура Л' = Г*"̂  + 2 необходимо: 

1) вычислить к отсчетов при фильтрации контура /Уфильтром, согласован-
ным с эталонным контуром Г; 

2) определить номер то отсчета фильтра с максимальным значением мо-

дуля и получить оценку параметра d инкрементированием значения то; 

3) найти аргумент отсчета t](mo) с максимальным модулем и принять его в 

качестве оценки угла поворота Д/>; 

4) вычислить оценку растяжения 1^1 как отношение максимального мо-

дуля выходной величины К С Ф к квадрату нормы эталонного контура. 

Структура устройства оценки параметров линейных преобразований кон-

тура по методу максимального правдоподобия приведена на рис. 2. Устройство 

содержит два фильтра КСФ1 и КСФ2 , согласованных с эталонным конту-

ром Г. КСФ1 при подаче на его вход контура Г совместно с формирователем 

модуля ФМ1 и экстремальным устройством ЭУ1 вычисляет значение ИГИ! 

КСФ2 производит фильтрацию зашумленного контура N. Экстремальное ус-

тройство ЭУ2 определяет отсчет фильтра с максимальным значением модуля 

\г}(то)\ и само значение то^Далее в соответствии с выражениями (19), (20) и 

(23) находятся оценки d, А(р к \ju\. . 

П р и м е р . Используя полученные результаты, оценим параметры ли-
неиных преобразований контура эталонного изображения, показанного на 
рис. а: 
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г = {1, -г, - i ; 1 - г; -г; -г; -г; -г; - 1 + i; -1 ; - 1 - г, г, г, i, i, 1 + /, г, г . 

Аналитическим путем образуем сигнальный контур повернув контур 

ГнауголЛу? = 36,86° (для этого каждый ЭВ у (п), п = О, 1, к - 1,умножим 

на 0,8 + 0,60, растянув в l^tl = 2,5 раза и сдвинув начальную точку на 

J = 4 ЭВ. Тогда 

= { 1,5 - 2г; 1,5 - 2i; 1,5 - 2г; 1,5 - 2г; -3 ,5 + 0,5/; 

-2 , -1,5/; -0 ,5 - 3,5/; 1,5 + 2/; -1 ,5 + 2/; -1 ,5 + 2/; 

-1 ,5 + 2/; 0,5 + 3,5/; -1 ,5 + 2/; -1 ,5 +-2/; 

2 + 1,5/; 1,5 - 2/; 1,5 - 2/; 3,5 - 0,5/}. 

Квадраты норм ПГ11'= 22, 137,5. Сигнальный контур Г^^'показан 

на рис. 3, а. Представленный на рис. 1, b шумовой контур Е состоит из ЭВ, 

компоненты которых являются нормально распределенными центрирован-

ными случайными числами с дисперсией с/ = 1: 

Х = 0,464 + 0,137/; 0,06 - 2,526/; 1,486 - 0,354/; 

1,022 - 0,472/; 1,394 - 0,555/; -0,906 - 0,513/; 

1,179 - 1,055/; -1,501 - 0,488/; -0,690 - 0,756/; 

1,372 + 0,225/; -0,482 + 1,678/; -1,376 - 1,150/; 

-1,010 + 0,598/; -0,005 + 0,899/; 1,393 - 1,163/; 

-1,787 - 0,261/; -0,105 + 1,827/; -0,508 + 1,417/ 

Квадрат нормы шумового контура IE 11̂ = 40,848. При этом отношение 

сигнал/шум по энергии HT^ '̂llV Зашумленный контур (рис. 3, Ь) 

примет вид: 

N = I 1,964 - 1,863/; 1,56 - 4,526/; 2,986 - 2,354/; 

2,522 - 2,472/; -2,106 - 0,055/; -2,906 - 2,013/; 

0,679 - 4,555/; -3,001 + 1,512/; -2,190 + 2,756/; 

-0,128 + 2,225/; -1,982 - 3,678/; -0,876 + 3,35/; 

-2,51 + 2,598/; -1,505 + 2,899/; 3,393 + 0,337/; 

-0,287 - 2,261/; 1,395 - 0,173/; 2,992 + 0,917/}. 

Ю S 

Рис. 3 Рис. 4 
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После фильтрации контура N фильтром, согласованным с контуром Г, полу-

чаем контур Я (рис. 4), который в показательной форме имеет вид: 

Н = [ 35,65е'''^"; 

60,48е'''™''; 22,72e^•«^'; 

34,62е'''''^; 

50,05е-^'" ' ; 4 0 , 1 6 6 " " ° ^ З О . б В е " " " ' ; 33 ,45е-^"^ ' ; 

44 ,05е- ' " ' ' ; ЗЫОе- ' ' ^ ' " ' ; 2 7 , П е " " " ' ' ; 

На рис. 5 представлены графики модульной (а) и фазовой {Ь) харак-

теристик контура Я . Для оценки параметров линейных преобразований кон-

тура Г в сигнальный контур Г^ '̂ по зашумленному контуру N выбираем отсчет 

фильтра с максимальным модулем. Это будет ?7(3) = 60,48ехр|0,707г}. Таким 

образом, то = З и 177(^0)I = 60,48. 

В соответствии с формулами (19), (20) и (23) получаем 

2 = Wo + 1 = 4; Д^ = 0,707 рад = 40,49°; I = 60,48/22 = 2,73. 

Точные значения параметров: d = 4, Ay? = 36,86°, \ = 2,5. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

Контурная согласованная фильтрация [15]. Свертка двух контуров N и 

Г, рассматриваемая как последовательность комплексных чисел, имеет вид 

= ^ у ( т ) у ( т - п), w = О, 1, ..., к - I . 
л=0 (П1) 

Пусть контурГрассматривается как реакция линейного фильтра на сигнал 

в виде единичной функции. Тогда Г — импульсная переходная характеристика 

(ИПХ) , 7(w) — выходная величина этого фильтра. Пусть фильтр согласован с 

входным сигналом N = , _ ^ Его И П Х в этом случае имеет вид входного 

сигнала, взятого в обратном времени (обратном порядке) и смещенного на 

величину, не меньшую длительности входного сигнала. Учитывая комплекс-

ный характер фильтруемого сигнала, для образования отсчета фильтра, рав-

ного энергии сигнала (с которым фильтр согласован), И П Х должна быть 

комплексно-сопряженной функцией по отношению к функции входного 

сигнала. По-этому И П Х контурного согласованного фильтра имеет вид 

/ ( " ) = + (А: - 1) I = Y*(k - 1 - «) , (П2) 
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а выходной эффект при фильтрации согласованного сигнала 

г){т) = '^у{п)у*(п + т- к + I) = + т- к + 1)\ х 
п=0 л=0 

X exp{i[(p(n) - <р(п + т - к + I)]], т = О, I, к - I. (ПЗ) 

При т = к — \ КСФ воспроизводит на своем выходе квадрат нормы кон-

тура Г: 

' / (Л- = liril^ (П4) 

Механизм работы КСФ на основании последнего выражения можно пояс-
, - - Jojt _ 1 

vim) = 2v(«)y*(rt + т - к + m = О, 1 , к - 1. (П5) 

Для т = к - \ получим 77(т) = ^v{n)y*{m), т. е. в этом случае КСФ выраба-
п=0 

тывает сигнал в виде СП контуров Л'̂  и Г в комплексном линейном пространст-

ве. Если входной контур Л'̂  поворачивается на угол Ду и растягивается в I 

раз, т. е. преобразуется в контур Л'̂  = \fi\ explzAy^W = ^iN, то 

к-1 

лЛт) = X Iv(«)e"^y*(« + m - Л + 1) = цп{т). (П6) 
л=0 

Отметим, чтопоследовательность?;(т), m = О, 1, ..., к — 1, выходных век-

торов КСФ, в свою очередь, образует замкнутый контур Н = ^ . 

Действительно, 

= 2 + m - л + 1) = %{п)2у*(п + т - к + \). 
п=0 т=0п=0 п=0 т=0 (П7) 

Внутренняя сумма в последнем выражении равна нулю, так как исходный 
к-1 

контур г замкнут, и поэтому ^ r j (m ) = 0. Данный результат справедлив при 
п=0 

фильтрации не только контура Г, но и любого другого. Приведем еще одно 

представление для выходной величины КСФ при прохождении контура N = 

= v(n) ^ ^ предварительно повернутого на угол Ду? и растянутого в I//1 раз, 

т = к - I: 

к-1 

Г],.{к - 1) = ^1п{к - 1) = /^exp{iA<p}^v{n)y*(n) = 
л=0 

= 1/г 121 v(n) I I у{п) I cos [е(и) + А<р - <р(п)] + 

л=0 

к - 1 

+ \y(n)\s\n[e(n) + А<р- <р{п)]. (П8) 
>1=0 
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