
реализована при помощи микросхем, реализующих операцию «исключающее 
ИЛИ». 

Управление величинами коэффициентов осуществляется путем изме-
нения напряжения питания управляемых инверторов в тех точках структуры, 
в которых варьируются коэффициенты. Расчеты на ЭВМ показывают, что при 
перестройке в полторы-две декады максимальное изменение коэффициентов 
не превышает двух раз. Следовательно, и диапазон изменения напряжения 
питания управляемых инверторов должен иметь ту же величину, что вполне 
допустимо для КМОП-микросхем. 

Использование такой элементной базы, а также функциональный харак-
тер реализации фильтрации сигаалов изображения обусловливают высокое 
быстродействие и достаточно низкое энергопотребление. 
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УДК 525.7 

С. в . Соколов 
( Ростов-на-Дону) 

О РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОЙ ОЦЕНКИ 
СОСТОЯНИЯ ВОЗМУЩЕННОГО ЛИНЕЙНОГО ФИЛЬТРА 

Решаемая задача сформулирована как задача оптимального оценивания век-
тора ошибок возмущенного фильтра Калмана. Использование аппарата для иссле-
дования возмущений многомерных линейных систем позволило получить, наряду 
с уравнением вектора ошибок возмущенной оценки, уравнение вектора ошибки 
возмущенной апостериорной дисперсии. Оптимальная оценка такого расширен-
ного вектора, т. е. решение поставленной задачи, осуществлялась путем приме-
нения методов теории уоювно-гауссовской фильтрации. В качестве ситала 
наблюдения при этом был ̂ пользован непосредственно вектор выходных сигналов 
возмущенного фильтра. Приведен пример, иллюстрирующий возможность 
практического применения полученных результатов. 

1 
системы 

Постановка задачи. Оценка вектора состояния дискретной линейной 
1Ы 

где X,. — Л^-мерный вектор состояния в дискретный момент времени i; 
Ф,/,-1 — переходная матрица состояний размерностью N х N; W,- — Л^-мер-
ный вектор белых гауссовых шумов объекта с известной матрицей интенсивно-
стей G,-<5,y (djj — дельта-функция Кронекера) и нулевым вектором 
матожидания, на основании выходных сигналов измерителя, описываемого 
векторным уравнением 

Y,. = Я,.Х,-Ь У,., 
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где Y,-—М-мерный вектор измерений; Н^ — матрица измерений размерностью 
М X N; V,- — М-мерный вектор белых гауссовых помех измерения с нулевым 
вектором матожидания и матрицей интенсивностей с последующим 
использованием фильтра Калмана 

Я+1 = Ф,+1/Я- + - f f i + i ^ M / i X,-), 
Т Т —1 

^1+1 = ^i+l/i^i+li^i+l^i+l/i^i+l + -'^i+l) ' 

Л+1/i = Ф/+1/ЛФГ+1// + 

^ = М(Хо), Ро = л/{(Хо - (Хо -

обеспечивает минимум среднеквадратической ошибки фильтрации лишь при 
абсолютно точном знании параметров системы (интенсивностей шумов, 
матрицы измерений и пр.). 

Возмущения параметров объекта и наблюдателя вектора состояния, 
неизбежные при функционировании реальных систем, приводят к прин-
ципиальной невозможности обеспечения оптимальной оценки состояния ли-
нейной системы фильтром (1). Более того, возникающая, как правило, при 
этом расходимость фильтра накладывает жесткие ограничения на величину 
интервала времени его использования. До настоящего времени были 
предприняты многочисленные попытки решения этой проблемы путем опре-
деления допустимых границ возмущения калмановской оценки, непосредст-
венной оценки возмущений параметров объекта (с неизбежными при этом 
ошибками параметрического оценивания) или численным моделированием 
процесса оценивания вектора состояния конкретного объекта [1,2]. Очевидно, 
что такие подходы не позволяют решить главной задачи возмущенной фильт-
рации — оптимального в среднеквадратическом текущего оценивания ошибок 
калмановского фильтра, обусловленных его параметрическими возму-
щениями. При полном рассмотрении данной проблемы необходимо учитывать 
другой ее аспект: влияние на процесс фильтрации априорной неопределен-
ности, т. е. неизбежных и естественных вариаций начальных условий фильтра. 
В настоящее время рассмотрены варианты определения лишь верхней границы 
возмущения калмановской оценки, обусловленной «неопределенностью 
априорной неопределенности» (например, в [2]). Таким образом, решение 
задачи фильтрации параметрических возмущений фильтра Калмана, т. е. 
оптимального текущего оценивания ошибок калмановской фильтрации из-за 
погрешностей в определении параметров фильтра и его начальных условий, 
представляет интерес как с теоретической, так и с прикладной точки зрения. 
В дальнейшем при решении поставленной задачи используется математи-
ческий аппарат исследования возмущений многомерных линейных систем, 
предложенный в [3 ], и принятые там же обозначения. Введем также, следуя 
[3 ], для произвольной матрицы А размерностью т х п вектор 
формируемый из ее элементов следующим образом: 

А ^ = Ian «21 ••• ^12 «22 ••• '^ml «2п -«m/i'^-

2. Уравнение возмущения калмановского фильтра. Уравнение, опреде-
ляющее вектор ошибок процесса калмановской фильтрации, вызванных воз-
мущениями параметров как объекта, так и наблюдателя, получено ранее в [ 1 ], 
но без учета шумов объекта W,-. Для расширения класса исследуемых систем 

дополним полученное уравнение составляющей ошибки фильтрации дХ^^ j за 
счет возмущений <3G,4.i матрицы 
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Возмущение можно записать в виде 

ЙХ^^ -

Учитывая, что 

а также, что по лемме 5 [3 ] 

г _1 л „ , 

_ /?Gf+i Л т 

-'i+i 
и,следовательно, 

^т л г __ 

окончательно имеем 

(2) 
Используя уравнение ошибки, представленное в [1 ], запишем искомое урав-
нение ошибки возмущенного фильтра (1) в следующей форме: 

= V X , . + + + ЛзйОЙ + + ^^г^рМ, (3) 

где 

= Л+1® «•"'5"' - X j i ® К^^^ = r ^ ' s - ' -
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dRi+i, dPi — возмущения соответствующих матричных пара-
метров фильтра. 

При последующем анализе стохастического уравнения (3) вектор-шумы 
<5Rf \ аС^^^олагаем марковскими, что справедливо для широко-

го ̂ асса ре^ьных объектов, а во избежание непринципиального расширения 
вектора состояния определим их далее как белые гауссовые с нулевыми векто-
рами матожиданий и известными матрицами интенсивностей DфS^J, Ощдц, 
Dj^Sij, DcSij соответственно, где д^ — дельта-функция Кронекера. Для слу-
чайной составляющей (5pf ̂  такая аппроксимация не представляется возмож-(у J IVj НОЙ в силу ее зависимости не только от возмущений <5Ф,. , ЙН,- , <5R; и 

но и от предыдущих ее значений. В связи с этим получим уравнение, 
' (v) 

описывающее изменение вектора <5Р,- во времени. 
3 Уравнение вектора ошибок возмущенной апостериорной ковариаци-

онной матрицы. В отличие от векторного уравнения калмановскои оценки 

X. уравнение апостериорных ковариаций Р^ является матричным, что требует 
соответствующего развития математического аппарата, предложенного в [3 ] 
и не позволяющего непосредственно определять возмущение д¥ для 
матрицы F, зависящей от матрицы Q размерностью п X т, вызванное возму-
щением Эта задача решается с помощью следующих лемм, доказатель-
ства которых приведены в приложении 1. 

Лемма 1. Пусть F = AQB, где А, В — матрицы соответствующей размер-
ности. Если вектор Q̂ "̂  получает возмущение dQ^"^ (матрица Q, соответствен-
но <5Q), то 

где размерность единичной матрицы Е соответствует размерности матрицы А; 

EmiX) \ ^п'^® ^ m ( l ) ^ - ' ^m(m) Ещ -

Е. — единичная матрица размерностью i х i, Ei^^j^ —/-й столбец матрицы 
^ — у-я строка 

J] Лемма 2. Пусть F = А(^В. Если вектор получает возмущение 
то ' 

где 

Еу2 - ^„(1)® ^ т i ^п(п) ® 

(8. ^ ^ Enin)® ^ т • 

Используя доказательства и результаты указанных лемм для оценки 
влияния параметрических возмущений на ошибки определения матрицы 
апостериорных ковариаций, запишем уравнение для б р / в следующем виде: 
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определения элементов матрицы априорной ко-

В, = [(£ - {Е - ] ® + 

+ - ® - л-] ® еМ, 

= - (^z+i^KJ ® Pi + i)® е(^) - ^ ,) ® Е^^), 

= - - ] ® 

- приведен в приложении 2. 
Т ^̂ ^ описывают полный вектор ошибок возмущенного 

представлять сам Л я т " " 
ныи интерес, например, на этапе проектирования при исследовании хаоактеоа 
эволюции ошибок элементов матрицы апостериорной коварна^™ 

4. Синтез оптимального фильтра параметрических возмущений. 
Истинная оценка вектора Х,^, состояния объекта в текущий момент времени 
может быть определена как рсмсни 

О _ Л л 

Полученные выше уравнения (3) позволяют сформировать стохастическое уравнение истинной оценки в виде 1лохастическое 

= Л Х ? + - - А^П^}, -

- - - (5) 

о _ л л 
Хд = Xq - ЙХ̂ ). 

S ' ^ f изложенного, определим далее задачу возмущенной фильтрации 
как задачу текущей оценки векторов (3) - (5), используя при э т о ^ качестве 
сигнала наблюдателя за оцениваемым вектором возмущенн^ калманов^ую 
оценку X,-. 

Уравнение расширенного оцениваемого вектора в этом случае имеет 
вид 
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A Q O - ^ 5 X ? -Q 
л л 

= 0 A q + Q 

0 0 Qi 

•^/+1^1+1 

О 

О 

(6) 

где 

Q = . Qi = : i 1 

Учитывая, что уравнение выходного сигнала калмановского измерителя 
можно представить как 

Y,. = Я,.(Х,. + А,.) + V,., 

где Д,- — вектор ошибок оптимальной оценки вектора состояния невозмущен-
ной системы «объект — наблюдатель», запишем уравнение наблюдателя сле-
дующим образом: 

= + с5Х,) + + + 

функциональный характер данного уравнения позволяет получить уравнения 
искомого фильтра в форме условно-гауссового фильтра непосредственно из 
доказательства основной теоремы условно-гауссовой фильтрации. Считая вы-
полненными допущения, положенные в основу теории условно-гауссовой 
фильтрации [4, с. 505], что вытекает из рассмотренной выше постановки 
решаемой задачи, и вводя обозначения: 

Z , = 

X ? 
л 

<5Х, 

ЛоО 

0 Aq AS . Qb = 

-Q 

Q 

0 0 До Qi 

Qc = О 

О 

Оф /+1 " 

о Dr.^^ 

'('•+1.У+1) 

Ф с = II 10 1®Ф, 
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^i+i^i+i^i+l/i: ^ j + i ^ f + i : ^ / + 1 

i/i-i " 

0 

X : ^i+iffi+i : ^i+i 

получаем уравнения оптимального оценивания для рассматриваемого век-
тора: 

Z/+1 = Qc + QA^i + (QA^i^cnEp + Фс + Фсг,.), 

•^/+1 = QAJIQA + QBD^QB - QAJi^'dEp + 

Zo = M(Zo) = 

/ \ 

Х о 
- - - - 0 

0 
- - - - 0 

0 0 \Щр 

(7) 

где D^j^ — ковариационная матрица ошибок определения вектора начальной 
оценки, D^p — ковариационная матрица ошибок определения матрицы 
априорных ковариаций «+» — знак псевдообращения [4 ]. Рекуррентные 
уравнения (7) решают триединую задачу, позволяя осуществить оптимальное 
среднеквадратическое оценивание как ошибки в определении возмущенной 
матрицы апостериорных ковариаций, так и ошибки возмущенной оценки, а 
также истинной оценки вектора состояния. Выбор начальных условий урав-
нений (7) осуществляется исходя из ковариаций ошибок определения началь-
ных условий фильтрации, что позволяет учесть степень неопределенности в 
задании априорной информации фильтра Калмана (т. е. «неопределенность 
априорной неопределенности»). Тем самым реализация алгоритма (7) исчер-
пывает оба рассмотренных выше аспекта проблемы возмущенной калманов-
ской фильтрации. 

В заключение рассмотрим пример, иллюстрирующий возможность 
практического использования полученных результатов. 

П р и м е р . Векторное уравнение движения плоского гироскопического 
маятника, рассмотренное в [5 ], с учетом принятых обозначений имеет вид 

Х,- = ФХ,._1 + W,, Х(0) = Хо, 

где 

Ф = 
1 -Аг 

W,- — гауссовый белый шум с нулевым матожиданием и матрицей интенсивно-
стей: 
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G = 
О 

О i— Я, 
\ 2 

Дт 

Здесь а,- — угол отклонения маятника от вертикали; уЗ,- — угол поворота гирос-
копа вокруг оси его кожуха; Н^ — кинетический момент гироскопа; — 
статический момент маятника; М — крутизна момента радиальной кор-
рекции; х — жесткость пружины, связывающей кожух гироскопа с маятником. 

Измеритель описывается уравнением 

У,. = ЯХ; + У,-, 

где Я = 1011; F, — гауссовый белый шум с нулевым матожиданием и 
интенсивностью го,у. 

При моделировании движения объекта и процесса измерений параметры 
системы имели следующие значения: 

IP. 
Я р 

^ = 0,02 с \ - ^ = 0,005с \ = = 0,01 с \ Я Я . Я . 

Дг = 0,1с, ^ = 0 , 5 1 0 ~ ^ с , г = 10" ' ' с ,Хо= 9-10"^: 1,8-10 Ч - 2 рад. 

Интегрирование уравнений фильтра в обычном и возмущенном случаях осу-
Л 

ществлялось с шагом 1 с при начальных значениях [5 ] Хд = Xq, Pq = 0. Воз-
мущения в фильтр вносились отклонением элементов матрицы Ф и дисперсии 
q от действительных значений: 

max (М\ 
Я . = 1,5 тах(9)возм = 2д. 

Пг 

На рис. 1 приведены графики ошибок оценивания текущего значения угла а: 
кривая 1 (сплошная линия) — ошибка оценки невозмущенного фильтра; 
кривая 2 (штриховая) — возмущенного фильтра. 

Ошибка да^ возмущенного фильтра оценивалась с использованием ал-
горитма (7). 

Начальные условия задачи возмущенной фильтрации были приняты ну-

левыми. Графики изменения ошибки оценки да^ = а,- — и ее оценки ди^ 
приведены на рис. 2: сплошная линия J соответствует да^, а штриховая 2 — ее 
оценке oQ,-. Таким образом, полученные результаты свидетельствуют о воз-
можности практического использования предложенного подхода. 

Рис. 1 
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-1-10 

Рис. 2 

т Если и = I Ml ... ыр I , то по определению [3 ] 

DF 
DM 

dF : dF : : OF 
ди^ : du2 : " ' : dup 

откуда 

ПРИЛОЖЕНИЕ 1 

(П1) 

c5fW = 
( V ) . ( V ) . (V) 

ди, \ ди-у • * * *• bun dV. 

Пусть F = AQB, тогда [1,3] 

(П2) 

где из (П1) имеем 

DF ^ DQ ^ „ 
(ПЗ) 

(П4) 
® : - : ® i ̂ n(l) ® i . . . : ® 

где — ;-я строка единичной матрицы Е/, размерностью к X к; Е^^^ — /-й 
столбец. W 

Обозначая г-й блок матрицы (П4) как Q,., для г-го блока матрицы (ПЗ) F̂  
получаем выражение F^ = AQfi, а формируя, согласно (П2), вектор — 
соответственно ^ 

P W = = ( A E Q . B ) W = (8, ( П 5 ) 

где размерность единичной матрицы Е соответствует размерности матрицы А 
и используется свойство кронекеровского произведения из [3 ]. 

Учитывая, что 0 E^j^f = ^^^^^ ^ определяя матрицу Еу^ как 

Еу1 -

имеем 
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I Аналогично, если F = AQ Б, a из (П1) по определению 

DQ<'> 

то, определяя матрицу Еу2 как 

Еуг - О \ £„(2) \ £„(„) ® i - i ^„(n) ® 

С учетом (П5) имеем 

ПРИЛОЖЕНИЕ 2 

1. Определение матрицы Bq. 
Так как 

где 

д р М " ^ ^ ^p(v) ^p(v) 

J 

DP.'^ т DP- А г 

- (Е -

Сравнивая полученное выражение с (ПЗ) и пользуясь результатом леммы 1, 
имеем 

2. Определение матрицы fij. 
Так как 
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где 

то 

^ + 1 / / ^i+1/i 

г 

Поступая аналогично предыдущему пункту, имеем 

В, = [{Е - PiEy, ® ( Е - К.^^Я,^,) ] ® Е^') + .(V) 

3. Определение матрицы fij-
Так как 

D P j + l _ D K j + i Л Д Я , + 1 Л 

лнW " пнМ 1 » ~ ® Л+1 //. 

.(V) 

где 

то 

Следовательно, 

= - ® Л + l ) ® е(^) - ® К.^,) ® 

4. Определение матрицы By 
Так как 
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где 

PPj+XH ^ DGj+X 

nnW " n r W ' + i n r M ' 

. ( V ) 

T O 

DP: 

И, следовательно, 

Бз = [(£ - ® - 1 ® 

5. Определение матрицы 
Так как 

(V) " n p ( v ) 

где 

то 

A rJ 

a значит, 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

1. Чернов A. A., Ястребов В. Д. Возмущения процесса калмановской фильтрации / / Космич. 
исспед.—1984.—22, № 4. 

2. Новосельцева Ж. А. Априорная информация в задачах оптимальной фильтрации / / АиТ.— 
1968.—№6. 

3. Чернов А. А., Ястребов В. Д. Метод оценки возмущений в алгоритмах рещения 
навигационных задач / / Космич. исслед.—1984.—22, № 3. 

4. Липцер Р. Ш., Ширяев А. Н. Статистика случайных процессов.—М.: Наука, 1974. 

63 



5. Ройтенберг Я. Н. Гироскопы,—М.: Наука, 1975. 

Поступила в редакцию 28 декабря 1990 г. 

Реклама продукции в нашем журнале — залог Вашего успеха! 

64 


