
данные помещаются в файл на винчестере, что дает возможность их по-
следующе!! обработки прн помощи любых статистических критериев и 
методов. Описанная организация комплекса позволяет оптимальным об-
разом сочетать осмысленный эксперимент по накоплению данных в ре-
жиме реального времени с последующей тщательной обработкой ре-
зультатов. 

Подводя итоги, можно сказать, что создан аппаратно-программный 
спецпроцессор статистической обработки сигналов, имеющий высокую 
ироиродительпость (работа в режиме реального времени прп частотах 
до 7о МГи;) п ]тозволяющий накапливать и анализировать весьма б{)ль-
шую выборку объемом более 10'^ событий. 

Спецпроцессор в составе комплекса успешно прошел испытания и 
находится J! опытной эксплуатации. Весь спецпроцессор питается папря-
жениями —4,5 и + 5 В, потребляет мощность порядка 200 Вт и 
требует воздушного охлаждения. 
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Б. А. КРАВЦОВ, Р. Ф. МИНЕИКОВА 

(Красноярск) 

О РЕСТАВРАЦИИ СИГНАЛОВ И СВЕРХРАЗРЕШЕНИИ 

^Ввсдепио. Работа посвящена реставрацпп сигнала - классической 
проолеме, и(,ставленной Рэлеем свыше ста лет назад. Повышенны!! ин-
терес к ней сегод!!я объясняется, по-видимому, впедмением ряда новы.\ 
перспективных теоретических методов [1 — 4 ] . " ' ' 

Измеряем1,т11 сигнал взаимоде1ктвует с физическим прибором (без 
такого взаимодепствия измерение вообще невозможно) и как следствие 
искахкается. ^Зада'1а состоит в восстановлении исходного сигнала ]ia в.\о-
де ириоора но тгскаженному выходному сигналу и характеристикам 
прпоора. 

Дается постановка проблемы реставрации в частном случае тппимЬ 
ного ириоора. Обсуждаются прикладные аспекты формулы аиачптиче-
ского продолжения, предложенной Л. А. Айзенбергом, и показы1>ается 
конструктитшость этого подхода к проблеме реставрации. ОсноЕшые илеи 
проделгонстрироиапы в вычислительном эксперименте 

Основные теоретические положения. Обозначим через xit) входной 
dHircnnVô ^̂ ^̂ ^̂ ^̂  прибором, а через y{t) выходной сигнал или отклик, 
фиксируемый экспериментатором. Для простоты и определенности рас-
вригешГ" ' ' ' ' " ^("«твительные одномерные сигналы, зависящие от 

Введем h{t. т ) - о т к л и к прибора на единичный импульс, подапньпг 
на вход в момент времени т. Функция h{t, т) исчерпывающе характери-
зует поведение линейного прибора и в зависимости от предметной обла-
сти именуется по-разному: в е с о в а я ф у н к ц и я, аппаратная функция, 

© 1990 Крапцов Б. А., Миненкова Р. Ф. 
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фупкцпя рассеяния точки и т. д. 
По определению, 

h{t, x) = L [ б ( ^ - x ) ] , 

где дельта-функция. Представим входной оггиал как сумму оме-

щенных единичных импульсов x{t)~ \ — т) cir. Тогда, по приц-
— ос 

цину суперпозиции, на выходе прибора имеем 
оо оо 

L [ж (t)] = \ X (т) Libit — х)] dx = ( h {t, т) .т (т) dr у (/). (1) 
— оо —со 

Полученное интегральное уравнение Фредгольма l-ro рода с ядром 
h{t. т) представляет общее соотношенпе, связывающее воедтгн;) ]!ходпой 
сигнал, выходной сигнал и весовую функцию к{1, т) . Логичп!) предпо-
ложить, что величина отклика прибора зависит лишь от иромежут1;а 
]фемешг, прошедшего с момента подачи пмнульса (условно однородно-
сти), т. е. h{t, x)=h(t—T). С учетом этого допущения уравнение (1) 
сводится к основному уравнению линейного одноро.'цюго upuT'oiia — урав-
неиию типа сверткн: 

h {t — т) (т) dx = /г (t) * х (t) у (/). (1а) 

Так как фурье-образ сверткн двух функцт'! равен ]|р1)п;};!едеиию их 
фурье-образов, пз (1а) следует: 

Я ( / ) Х ( / ) = 7 ( / ) , (2) 

откуда получаем репхение основного уравнения 
со 

X (() = S r - 1 [X (/)] = J exp (I2nf0 d] (3) 
— CO 

npn 
По формуле (2) можно вычислить спектр входного сигнала только 

внутри полосы пропускания прибора. Однако в случае удачной экстра-
поляции как бы увеличивается частота среза прибора и проиорцнональ-
но улучшается его разрешение. В этом состоит пдея сверхразрешения. 

К сожалению, решение задачи реставрации по формуле (3) на 
практике услон^няется обычной зашумленностью выходного сигнала 

ij{t). Представим процесс реставрации, как преобразование в другой ли-
нейной системе, последовательно соединенной с исходной: 

Mt] h{t] yii) ш 
'/(i)= h{i)* X it) = hp{i)*y{t) 

Здесь x^{t) 11 fep(if)—соответственно выходной сигнал п весовая функ-
ция системы реставращш. Поскольку h{t)]* x{t) и при 
1ГОЛН0М восстановлении x^{t) = x{t), пмеем h^{t)* h{l)= d{t) п H^{f) = 
= 1 /Я( / ) . Коэффициент усиления исходной системы \U{j)\ убывает 
с ростом частоты, поэтому система реставрации компенсирует это соот-
ветственным увеличением | Я р ( / ) | . Таким образом, если на выходной 
сигнал y{t) накладывается высокочастотная помеха, она заметно усилх1-
вается при реставрации. Очевидный способ борьбы с таким явлением 
состоит в корректировке 1Яр(/) | на высоких частотах. Коэффициент уси-
ления здесь можно плавно уменьшать до нуля или просто запулить на-
чиная с определенной частоты среза Д. 
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Запишем 

где IV (/) — корректирующий множитель. Разные методы, основанные на 
фильтрации высокочастотных помех, отличаются конкретным выбором 
W (/) при единой схеме реставрацни: 

хр (t) = ЗГ-' [Яр (/) F (/)] = ЗГ-' [Щ W (/) (4) 

A. W ( / ) = 1 — инверсная фильтрация. Метод сверхчувствителен к 
шуму ири высокой эффективности обработки сигнала и применяется, 
когда отсутствует ограничение по полосе частот. 

Б. IF( / ) = rec t ( / / /с )—инверсная фильтрация с ограничением поло-
сы частот; /с — частота среза. По данной методике осуш;ествляется про-
стейший способ борьбы с шумами, приводящий к паразитным осцилля-
циям рестаир1трованного сигнала Xp(t) вследствие явлеш-ш Гиббса [5 ,6 ] . 

B. [ F ( / ) = ! / / ( / ) | 2 / ( | я ( / ) Р +се/2') 
— метод регуляризации Тихонова; 

а — параметр регуляризации; г — натуральное. В отличие от предыду-
щего метод Тихонова обеспечивает плавный спад 1Яр(/) | с ростом ча-
стоты: параметры а и г определяют при этом эффективную полосу час-
тот. Паразитные осцилляции выражены слабо. 

Общий недостаток всех методов фильтрации обусловлен сокращени-
ем эф([1ективной полосы частот, при этом возникает известный компро-
мисс между зашумленностью и разрешением сигнала. Как следстшге 
только высокочастотный шум, когда сокращение полосы частот по пре-
вышает разумных пределов, составляет сферу применимости указанных 
методов. Высокочастотный шум порождается, в частности, при оцифров-
ке сигналов в аналого-цифровых преобразователях систем автоматизации 
и i[pir компьютерной обработке, т. е. связан с квантованием (округлени-
ем) сигнала в соответствии с разрядностью цифровых устройств. 

Кроме шумов квантования, возникающих в самой установке, воз-
можно и проникновение шумов извне в виде помехи определенного ча-
стотного диапазона. В этом случае можно воспользоваться идеями сверх-
разрешения: правильная экстраполяция спектра сигнала с пезашумлен-
ного участка па частотный диапазон, занимаемый помехой, полностью 
устраняет помеху, нисколько не поступившись разрешением. По играет 
роли и соотношение сигнал/шум. 

К со/калепию, данный подход неприменим в наиболее распростра-
ненном случае — шумах квантования. Хотя, как отмечалось, такой шум 
проявляется в основном на высоких частотах, но в онределеиной степени 
искажаются и все остальные. 

Недавно Л. А. Айзенбергом была получена простая формула анали-
тического продолжения для определенного класса функций, аналитиче-
ских в произведении полуплоскостей или полос [7, 8]. В частности, эта 
формула примеиима и для экстраполяции спектра Фурье финитного сиг-
нала, заданного на отрезке положительного луча. Если значение спект-
ра / известно на отдельных частотах х,, хг, . . . , то его можно оценить 
на любой частоте по формуле Айзенберга: 

m 
f(T) - Иш У f(x,) ТТ ,,, 

jVft 

О > О — параметр, i — мнимая единица. 
Полученные ниже следствия могут быть полезными при практиче-

ском использовании формулы Агтзенберга [9]. 
1. Пусть значения спектра известны на первых т частотах хо.х, 

. . . , Хт-1, взятых с постоянным шагом А, т. е. Х/, = kA, к = О, 1, . . т ~ 
3 А в т о м е т р и я Л'. С. 1990 г. 3 3 



— 1. Этот случай наиболее распространен на практике. Тогда 
т—1 

k=0 ^ ' 

(О р + 
Ck + р jy^ jU-k~l)+kl+pU-k)' ^ Д -

jA 

Здесь /ь(гA)—вычисленное значение спектра на частоте 1А, которое не-
сколько отличается от точного значения f{lA) вследствие конечности /п. 
При Z = О, 1 , . . т — \ получаем заданные значения /, затем при I 
= 77г, 771 + 1 , . . . имеет место экстраполяция на один, два и т. д. 
отсчетов. 

2. Чтобы не пересчитывать коэффициенты с^ для каждого следую-
щего отсчета, можно использовать предварительно вычисленные значе-
ния спектра. При этом диапазон правильной экстраполяции незначитель-
но сокращается, зато резко возрастает скорость вычислений. 

Полагая в (5а) I = тп, 
т—1 

^ 2 
/!=0 

(т) Р " п ^ j и — к — т)+кт + р (/ - т) 
Cfe k - m + p f J o j и - к - т ) + k m + р (/ - к) 

jVft 

И С учетом инвариантности к сдвигу 
т - 1 

/ь {пА + 77iA) = 2 ^ft^Vb {пА + кА), 

т—1 

(56) 

h=0 
(56) можно представить в виде линейного разностного уравнения 77г-го 
порядка: 

fb {пА + шА) - ajb [7гА -f (771 - 1) А] - . . . - Ят/ь {пА) = 0; 
k = 0 , i , . . . , m - l , (6) 

с начальными условиями fb{0) = f{xo), fb{A) = f{xi), . . . , /„ [ (771 — 1) А] = 
= f(x^~\). Теперь экстраполяция сводится к численному решению (Ь) 
д л я 7г = 0, 1, . . . . При этом обычло пользуются рекурсией, но можно вы-
писать решение в аналитическом виде. 

Решение (6) ищем в форме /ь(7гА) = 2", где г - комплексная посто-
янная , отличная от нуля. Последующая подстановка приводит к харак-
теристическому уравнению 

z " — a i z " - ' — . . . — а™ = О, 

и в случае простых корней z,, 22, . . . , z™ общее решение (6) принима-
ет вид 

/(тгА) = Vx" + -Ь • . • + КС, 

где коэффициенты определяются из начальных условий. Д л я устой-
чивости решения, очевидно, необходимо Izd < 1, 7 = 1, 2, ..., т. В свою 
очередь, это налагает условие при выборе параметров экстраполяции т 
и р, от которых зависят коэффициенты разностного уравнения. Д л я на-
хождения bi запишем 

= + Ъ2 + ..•+Ьга; 
/ (Xj) = fe^Zj -Ь b^Z^ + . • • + bmZm-, 

J{Xm-l) == hzT-' + + . . . + bmZZ-'. 
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Определитель Вандермонда полученной системы уравнений допускает 
эффективное вычисление 

det = П (Zi - Zj), 

И, следовательно, при близости корней система плохо обусловлена. 
3. Любые последовательные т отсчетов точной функции / ( /Л) хоро-

шо согласуются с (6), а вычисленные по (5а) последовательные отсчеты 
/ь(/А) согласуются с (6) в случае корректной экстраполяции. Поэтому 
для контроля вычислений целесообразно ввести функцию ошибки 

err (^А) = 
т 

и т - 2 aufb{lA-kA) 
k=i 

Z = m + 1, . . . , (7) 

малость которой дает необходимое условие применимости (5а). Пара-
метры экстраполяции т и р подбираются таким образом, чтобы (7) ос-
тавалось малой при возможно больших I. 

В [6] работоспособность (7) подтверждается конкретным примером. 
4. Для изучения линейных формул численного анализа удобен час-

тотный подход, предложенный Хеммингом [5, 6]. Следуя ему, предста-
вим (6) в форме нерекурсивного фильтра: 

т 
и (пА) = f (пА) = auf {пА ~ кА), п = т,т + 1,.... (8) 

k — 1 

Теперь процесс экстраполяции можно трактовать как прохождение 
последовательности отсчетов функции / через цифровой фильтр. Найдем 
передаточную функцию этого фильтра (не путать с передаточной функ-
цией прибора) для чего на его вход подадим одиночную гармонику 
fs{nA)= exp{i2nvnA). На выходе имеем 

HI 
и (пА) = 2 Яй ехр [j2nv (пА — кА)] = 

т 

= 2 «ft ехр [—/2nvM] ехр [i2nvnA], 
ft=i 

и, таким образом, амплитуда гармоники частоты v изменяется в 

^ ^̂ ^ Д ^^ -̂''"Р '2nvAA) раз. Передаточная функция H{v) описывает 
изменение спектра экстраполируемой функции в процессе экстраполяции. 

Но аналогии выпишем передаточную функцию алгоритма экстрапо-
ляции (оа) г f 

т-1 
= 2 c t "exp( i2nvM) . 

ft=0 

Экспериментально показано, что с возрастанием I (при постоянных т 
и р) диапазон частот, передаваемых без искажений, сужается Кооме 
того, из вида H{v) lv=o следует ' ^ 

т - 1 

2 с^^ = 1. 
й=0 

Вычислительный эксперимент. В ходе вычислительного эксперимен-
та моделировалось прохождение входного сигнала в виде двух прямо-
угольных импульсов ^ 1'рнмо 

[7; 7,5) и [8,5; 9) 

3* 
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Рис. 1. Реставрация методом ин-
версной фильтрации при кванто-

вании выходного сигнала y{t) 

через прибор с гауссовой ве-
совой функцией 

1 
h{t — r) = X 

X 

а У2л 

( t - т ) ' 

' 4 -

-в-

-12-

при т = 8, 0 = 3. Дискрети-
зация функций производи-
лась на интервале I е [ 0 , 1 6 ] 
с шагом Дг = 0,125 с. Шум 
квантования порождался ок-
руглением выходного сигна-
ла у[1) до ]!торого знака 
после занятой. 

Неприменимость реставрации по методу инверсной фильтрации при 
зашумленном у{1) иллюстрирует рис. 1. 

Инверсная фильтрация с ограничением полосы частот приведена на 
рис. 2, а. Частота среза равна 0,875 Гц. На рис. 2, б показан для срав-
нения истинный спектр X { f ) и X p { f ) , рассчитанный по схеме (4). Вид-
но, что шумы квантования практически не затрагивают низкие частоты. 

Лучшие результаты дала реставрация по методу Тихонова; парамет-
ры а = 10"®, г = 1 (рис. 3) . Минимальная невязка в этом случае обу-
словлена в первую очередь меньшим размахом боковых лепестков. 

Кроме шумов квантования, изучалось действие внопиюй помехи 
в впде паразитной осцилляции «(if) = Л (sin 2я/1 + sin 2я/2), А = 
= 5 • 10-^ и = 0,3125, /г = 0,3750 Гц, накладываемой на выходной сиг-
нал y{t). Методы фильтрации в этом случае оказываются поэффектив-
нымтг, так как зашумлена низкочастотная область спектра.^ Отфильтро-
вав методом Тихонова только верхнюю частоту /г, мы необратимо про-
играли в разрешении рис. 4. 

Реставрация, основанная на аналитическом продолжении спектра, 
показана на рис. 5. Применялась формула (5а) с параметрами ш. = 21, 
|р! = 3 4 , 5 , отсчеты брались с шагом А = 0,0125 Гц. Х( / ) экстраполиро-

а -

6 -

2-

- 2 -

Рис. 2. Реставрация методом инверсной фильтрации с ограничением полосы частот 
при квантовании выходного сигнала y{t)-. 

результаты реставрации во временнбй (а) и в частотной (б) областях 
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Рис. 3. Реставрация методом Тихонова 
при квантовании выходного сигнала в-

y{t) 

вался с незашумленного участка 
[0; 0,25] Гц до значения /2 = 
= 0,375 Гц, что можно трактовать 
и как расширение полосы пропу-
скания прибора в 1,5 раза. При 
этом для вычисления спектров не 
использовались стандартные про-
цедуры быстрого преобразования 
Фурье. Во-перных, точность Б П Ф 
обычно оказывается недостаточ-
ной (получаемая функция выхо- _2-
дит за границы нужного класса) 
и, во-вторых, желательно знать 
спектр Фурье на заданном интервале с произвольным шагом Д. Поэтому 
от каждого зиена непрерывного сигнала спектр вычислялся точно (как 
снектр прямоугольника) и затем суммировались полученные элементар-
ные спектры звеньев. 

Рассмотренные алгоритмы экстраполяции достаточно чувствительны 
к точности вычислений. Первоначально, при работе на ЭВМ серии ЕС, 
успешно применялся стандартный Фортран, но с переходом на мини-
ЭВМ, используемую для оперативной обработки экспериментальных 
данных, возникли затруднения. К сожалению, во всех существующих 
здесь компиляторах Фортрана, включая Фортран-77, отсутствует комп-
лексная арифметика с двойной точностью. Поэтому удобным оказался 
переход на оптимизирующий Паскаль-2, с предварительно дописанным 
к нему соответствующим расширением. Время выполнения программы 
реставрации, основанной на экстраполяции спектра, составило не более 
20 мин работы ЭВМ СМ-4. 

Определенные преимущества и в плане эффективности, и в плане 
реализации имеет язык Си. Отметим также, что во всех версиях ОС 
Unix содержится библиотека программ для вычислений с произвольной 
точностью. 

Кроме того, метод аналитического иродолжения очень хорошо ра-
ботает в задачах не экстраполяции, а интерполяции, где не нужна боль-
шая точность (см. [10]) . 

- 2 -

Рис. 4. Реставрация методом Тихонова при Рис. 5. Реставрация с использованием 
наложении впешней помехи на выходной аналитического продолжения по мето-

сигнал y(t) ду Айзенберга 
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