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Настоящая статья, как и предшествующие работы [1, 2], посвящена статисти-
ческому оцениванию спектральных плотностей гауссовых однородных случаиныт 
полей Аналогично [1, 2] оценку спектральной плотпости f{X) случайного поля 
будем' искать в виде сглаженной (по аргументу %) периодограммы. Однако в отли-
чие от указанных работ аргумент к случайного поля |(к) оудем предполагать уже 
не двумерным а т-мерным, где т = Ъ или 4. Как и в [2], будем во всех случаях 
стпемиться к тому, чтобы уменьшить средний квадрат ошиоки оценивания спект-
ральной плотности f{%). Ниже будет показано, что с ростом размерности т аргу-
мента к случайного поля | (к) возрастает роль домножения исходной реализации 
исследуемого случайного поля на специально подбираемое окно данных, сглаживаю-

Т Итак, пусть { | ( к ) , к е Z^} — гауссово однородное случайное толе со с р е д н т 
/|( /с )> = 0 и спектральной плотностью f{k) = / (^i , '^з), е П == (—я, я] , / — 
= 1 2 3 Воспользуемся предположением, что функция >̂ 2, М), будучи продол-
женной периодическим образом (по каждому из своих скалярных аргументов) па все 
пространство R^ имеет все интересующие нас частные производг1ые. Пусть нам даны 
значения случайного поля h , h ) в точках (fci, к ,̂ /ьз), где = 1, Ni, причем 

= iVi (га), ге е N, i = 1, 2, 3, и Лч < N^ Л'з, А'з при п - ^ с о . 
Оценку значения спектра.таьной плотности /() - ) в некоторой точке (о = (w,, Wj, 

Шз), где (0)1, Мг) е П2 и О соз я, будем искать в виде 
\ 

(1) 
-

где h = h{Ni, N2, N3) > 0 , а w(x), ж е R,—некоторая весовая функция, удовлетво-
ряющая следующим условиям: 

w{x) = о, если \х\ w(—x) = w{x) 

1 1 

(2) 

(3) 

Что же касается периодограммы /«(Х,), входящей в правую часть (1), то она 
определяется одним из следующих четырех соотношений: 

JV3 

2 2 S 
h=i Ьз=1 

Л' N. 

- 1 
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JVj N, Яз 
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где 

N. 

2 2 2 
^2=1 ^3=1 3=1 

—ihjKj 

ф. (fc) = 1 / 6 / ( 2 ^ 1 + 1) ( i , . - I i . - ft 1), ft = 1, 2L., 

enXiev (Л^^-b 1)] . 
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(7) 

(8) 

(9) 



Периодограмма (5) отвечает сглаживанию исходной реализации случайного 
поля |(к) с помощью треугольного окна данных вдоль всех ее одномерных сече-
ний параллельных оси ki. Периодограмма (6) аналогичным образом отвечает сглажи-
ванию вдоль осей /с1 и а периодограмма (7) — сглаживанию вдоль всех трех ко-
ординатных осей. Наконец, периодограмма (4) отвечает использованию исходной ре-
ализации без сглаживания. 

Продолжим обсуждение условий, налагаемых нами на весовую функцию w{x) 
Как и в [2], четное число назовем порядком весовой функции w(x) = и^гСг), 
если она, наряду с условиями (2), (3), удовлетворяет дополнительному условию 

x^w^ (х) dx = 0, / = 1, г • 
—1 

• 1, ^x'^Wr{x)dx: 

—1 
:0 . 

: я, то оценка (1) может быть нред-

/ „ (Ш) = /г-з 

2Л ал, 

J j h h) 

Если, кроме того, предположить, что h 
ставлена в виде 

2Я 2Л 2Я 

п -
— 2Я —2Я —Я ^ ^ 

В дальнейшем будем считать, что порядок г весовой функции фиксирован, а ве-
личина h = h{n) выбирается при re-voo в соответствии с соотношением 

fe2r+3 ( T V , а д ) - ' , 

где символ ~ обозначает пропорциональность двух величин. 
Методами работы [2] легко могут быть доказаны следующие теоремы. 
Теорема 1. Пусть г = 2 и (Л^а-^зГ = о ц е н к и (1) с ис-

пользованием периодограммы (4) справедливо асимптотическое соотношение 

<|/n(m) - /(<о)Р> = 

Теорема 2. Пусть г ^ 2, Л^^+з = о ((iV^iVg)'") и (Л^^Л^з)''= О Тог-
да для оценки (1) с использованием периодограммы (5) справедливо соотношение 

< I / „ ( « . ) - / (ш) = о (max ТУ-^]). 

Теорема 3. Пусть г ^ 2, == о {{N^N^f) п {N^N^J = О (ТУ^+з). Тог-
да для оценки (1) с использованием периодограммы (6) справедливо соотношение 

< 1 /„ (®) - / («.) l^) = О (шах [(iV^iVa^a) 

Теорема 4. Пусть г > 2 и iVg^® = о {{N^N^Y). Тогда для оценки (1) с ис-
пользованием периодограммы (7) справедливо соотношение 

21-

2Г 

< I / „ (<0) - / (И) = О max 2Г+3 

Теоремы 2—4 нуждаются в пояснениях. Благодаря сглаживанию вдоль оси /ci 
в условиях теоремы 2 достигается замена слагаемого О ® выражении для 
<|/п(<а) — / ( w ) а из-за дополнительного сглаживания вдоль оси йг 
в условиях теоремы 3 устраняется слагаемое О в выражении для 
<|/п(<й)—/(ш)|2>. Наконец, вследствие дальые11шего сглаживания вдоль оси к^ 
в условиях теоремы 4 устраняется слагаемое О 

Таким образом, если при т = 2 (т. е. в двумерном случае) можно было обой-
тись без сглаживания вдоль оси Аг, каково бы ни было соотношение между вели-
чинами 7Vi и N2, то при т = 3 желательно осуществить сглаживание вдоль всех трех 
координатных осей, если г > 2 и Л̂ д"*"® = о ((Л'^^Л^зГ)' 

2. Коротко остановимся на случае четырехмерного аргумента к = {ki, /«2, кз, к^). 
Будем считать, что нам даны значения случайного поля |(к) для всех к таких, что 
ki = l . Л'.-, N i = N i { n ) , г = 1 , 2, 3, 4, и Ni N^ ^ N3 ^ N ,̂ N^-^oo при п - ^ о о . 
Спектральную плотность / (X) = f(%i, Я2, Яз, Я4) снова будем предполагать имеющей 
все интересующие нас частные производные. 

В этом случае нет такого значения порядка г весовой функции w (х) и такого 
соотношения можду величинами iVi, N2, N3 и N4, при которых сглаживание вдоль 
оси ki с помощью окна данных, определенного формулами (8) — (9), было бы явно 
нецелесообразно. Сглаживание вдоль одной оси ki может быть рекомендовано лишь 
в том случае, когда г = 2 и (-^i-^VgA^J'" = О (iVg^^). Во всех остальных случаях 
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желательно сглаживание, по крайней мере, вдоль осей ki и Аг. Дополнительное сгла-
живание вдоль оси кг становится целесообразным, если о {jN^N^NНа-
конец, необходимость сглаживания вдоль всех четырех координатных осей возни-
кает в том случае, когда г > 2 и = о {(N^NJSf^''). 

В заключение хотелось бы обратить внимание читателя на то обстоятельство, 
что сглаживание исходной реализации вдоль той или иной координатной оси хотя 
и уменьшает в указанных выше случаях смещение оценки /п(^) спектральной плот-
ности /(Х-), но в то же время несколько увеличивает ее дисперсию. Поэтому следует 
воздерживаться от сглаживания в тех случаях, где это не вызвано необходимостью. 
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