
в режиме портов ввода-вывода максимальная достигнутая тактовая частота 
8 МГц. Это связано с тем, что дешифрация сигналов шипы PC прои.людилась в мо-
дуле, установленном в крепте VME и на большей частоте (10 МГц). Задержка, оп-
ределяемая временем прохода сигналов через шинные формирователи, линию свя-
зи, дешифратор, превышала максимально допустимую для выставления адаптером 
cnrnaJta 10CS16. Но этой же причине пришлось отказаться от примепепия гальва-
пической развязки, так как при использовании доступных оитопа]) с минимальной 
задержкой (30 не) суммарная задержка оказывается все-таки большой. 

В адаптере отсутствует возможность передачи данных путем п|)ямого доступа 
к памяти. Как сообщается в [3], максимальная скорость обмена в ]5ежиме ИДИ для 
машины ipC/AT составляет 400 . . . 800 Кбайт/с, в то же время скорость, достигнутая 
в адаптере без применения канала прямого доступа, составляет 550 Кбайт/с (режим 
памяти, блочная передача), что сопоставимо со скоростью обмена по каналу ПДП. 

В настоящее время разработана и находится в процессе изготовления плата 
адаптера, в которой устранен ряд недостатков, присущих первому образцу: 1) за 
счет переноса блока управления из вставки в крейт VME во вставку в PC увеличена 
тактовая частота для обоих режимов до 10 МГц; 2) до четырех увеличено число под-
держиваемых крейтов; 3) переключение режимов работы (порты — память) про-
граммное. 
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НЕКОТОРЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ СИСТЕМ 
С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 

Большинство производственных процессов описывается уравнениями с запаз-
дываюпщм аргументом. Причем в большом количестве случаев запаздыв^огие сильно 
г,.!1пиет иа динамику процесса и пренеб])ечь им нельзя. Иеучет :)тог() (обстоятельства 
|!едет к созданию малоэффективных систем уп])авления и обработктт тшформации. 
В литературе в силу трудностей теоретического характера рассмотрены лишь про-
стершие системы с запаздыванием вида 

Однако уже простейший случай обработки сигнала от одного источника, поступаю-
щего по двум каналам, имеющим разные передаточные функцни TF̂ ĵ (s) е ^ и 
W ('s'l приводит к тому, что общая передаточная ф\'П];цня ^ о̂ ~ 

02 \ ' ' 
(s) е '^^'-f^QjCs)^ по структуре пе совпадает с (1). Лет ко представить 

себе объект IFo(s) = <?o(s)/fo(s), в обратной связи которого имеется запаздывание 
й - " . Передаточная функция такого объекта будет вида (Л>(х)/[/'o(-s') + ( ' ' o { s ) , 
отличающегося от (1). 

Естественно, при решении задач анализа и синтеза систем обработки инфор-
мации и управления встают традгщионные вопросы поиска соответствующих алго-
ритмов и критериев, но применительно к объектам с более сложным математическим 
описанием. В общем случае система может описываться дифференциальным урав-
нением вида 

г f 
«?о + S - = - t ' » + S ^-'i (г/ - - ^̂  - ^'0)' (2) 

1=1 i=l 
здесь Vj > О, Т( > О, ц ^ О — постоянные числа, а Qi(x), Fi(y) — липе1'1ные дпффе-

© 1990 Золотарев Ю. Г., Зотов М. Г. 
106 



/ = 1 

Здесь согласно (3) 

реициальпыо операторы с постоянными коэффициентами: 

С'. (-'О = + + . . . + ь ^ . , z = 0 . . 

(У) - c j ' " ) + + ... + + c^^j, u = o^f. ^^^ 

1ч|)птерии устойчивости систем вида (2) рассмотрены Л. С. Понтрягиным [1 с 128— 
l o l j . :)ти критерии аналогичны критериям Гурвица и Раусса. В то же время частот-
ные критерии были распространены лишь на системы вида [1, с. 161—166] 

Qo{x{t)) = P„{y{t-ii)), (4) 

^При аналитическом конструировании управляющих ycTpoiicTB, фильтров, ког-
да ооъекты управления, каналы связи описываются дифференциальными уравп'ения-
ми вида (2), у|1авнение Винера — Хопфа становится трансцендентным. Точное реше-
ние таких уравнений возможно только в частных сл5'чаях. В общем же случае оно 
невозможно. Приходится прибегать к приближенному решению, заменяя е - " ))ядом 
Пада. .Sapauee неизвестно, сколькими членами этого ряда можно ограничиться, но по -
му разраоотчику необходимо быть уверенным, что при любом п полюсы ряда Пада 
находятся толы,-о в лево11 полуплоскости комплексного переменного, т. е. передаточ-
ная функции, приближенно описывающая устойчива. 

1. Передаточная функция системы с запаздыванием. Воспользовавнпгсь преоб-
разованием Лапласа, из (2) найдем передаточную функцию системы 

+ . 2 
W(s) = _ ZJil 

Q, is) 4- . . . + -I- l^O^n 

г / ^ " i , " i - l Г, (,v) = + c , . . ^ . . . + -I- c^,,, « = 0 H- / . 

Стоящие в числителе и знаменателе (5) функции называются квазиполиномами 
113 (5) видно, что числитель и знаменатель содержат старший член, если 

щ > Ui, По > ГЦ. (7) 

Как показал Л. С. Понтрягин [1, с. 129], квазиполипом без старшего члена имеет 
()еск()нечиое M I I O J K C C T B O Kopeeii с произвольно большо11 положительной дейст^итепь-
н(.и частью. Из этого следует вывод, что необходимым условием устойчивости си-
стемы, характеристическое уравнение которой имеет вид квазиполинома является 
наличие в нем старшего члена. В дальнейшем предполагается, что квазиполиномы 
в (Э) этим свойством ооладают. Кроме того, из условия реализуемости устройства 
с передаточноп функцией (5) следует соотношение 

«о > МО. ( 8 ) 

П р и м е р 1.1. Па рис. 1 приведена простейшая структурная схема дпффеоеп-
цпальное уравнение которой отлично от (4) и имеет вид "(2), Действительно соглас-
но структурной схеме, передаточная функция системы запишется так: 

Из передаточной функции (9) следует дифференциальное уравнение 
x'(t) -Ь (1 -Ь kki)x(t) -Ь кх{1 - Т) = kk,y{t) - f ky{t - Т), (10) 

которое соответствует виду (2), а не (4). 
т,„п pL!!''^?^®'"'" Найквиста Как уже отмечалось, критерий Пайквиста доказан лишь 
для систем с передаточной функцией вида (1), Наша задача заключается в том что-
оы раснрост])анить его на более общий случай, когда передаточная функция систе-
мы описывается выражением (5). Пусть разомкнутая система имеет передаточную 
функцию (5). Известно, что она содер-
жпт т полюсов в правой полуплоско-
сти, а нули и нолюсы на мнимой оси u(t) ^ Т ё ^ 
отсутствуют. Неравенства (7), (8) вы- — — - О — ^ р = ; jV ) -
полняются. Тогда для асимптотической ^ 
устойчивости замкнуто!*! системы необ-
ходимо и достаточно, чтобы при изме-

S*1 

нении С) от нуля до бесконечности ам- Рис. 1 
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плптудно-фазовая характеристика (АФХ) "^(/(0) охватывала »г/2 раз точку с коор-
динатами — 1, }0 в положительном нанравлеипи (против часовой стрелки). Перейдем; 
к доказательству. Характеристическое уравнение замкнутой системы имеет вид 

( ? ( s ) = 0. (11) 

Рассмотрим передаточную функцию 

W is) ^^^^ ^ (12> 
» ^ (.) + F (S) " P(s)-

Эта передаточная функция в сплу условий (7), (8) удовлетворяет соотноптепиям (ИЗ) 
приложения 1. Поэтому при изменении (о от нуля до бесконечпостп вектор TFo(/<o) 
нопернется вокруг нулевой точки (mi — т)/2 раз {?п — число нуле!!, mi—число 
полюсов функции PFo(s), лежащих в правой полуплоскости комплексного переменно-
го). Для того чтобы разомкнутая система была асимптотически устойчивой, необхо-
димо и достаточно отсутствие у функции Wo{s) полюсов в правой полуплоскости 
и на мнимой оси, т. е. т^ = 0. Следовательно, для усто11чивости замкнуто!! системы 
!1еобходимо и достаточно, чтобы при изменении со от пуля до беочонечности вектор 
! L ' ' ( I ( / O ) ) повернулся вокруг нулевой точки —нг/2 раз. Это равносилы!0 тому, что B G I ; -

тор IFO(/M)~' повернется вокруг нулевой точки плоскости комплексного переменного 
в положительном направлении то/2 раз. Учитывая, что поворот вектора 1 + \¥{]ы) 
BOKiiyr начала координат равносилен повороту вектора W(jw) вокруг точки —1, /О, 
приходим к сформулированному критерию. 

3. Комментарий к критерию Найквиста. Если попробовать пр!1мепть критерий 
HaiiKRHCTa, то оказывается, что не хватает информации о количестве Kopnefi квази-
полинома, лежащих в npaBofi полуплоскости. Так как количество корней у квази-
полинома бесконечно, то выделить из них конечное число корней, ле;кащих справа, 
обычным способом, т. е. отысканием численно всех !40pi!e!'i. невозл1олч'!!о. Пиже ири-
!!едепо решение задачи отыскания количества корней квазиполинома в правой полу-
плоскости и численного значения самих Kopaeii. 

4. Отыскание числа Kopneii квазиполинома, лежащих в правой полуплоскости. 
Необходимо найти число Kopneii квазиполинома Q{s), леялащих в npnBoii полуплос-
кост!!. Рассмотрим передаточную функцию 

U{s) = ^ = 7 )7^ ' 

1=1 

Эта функция удовлетворяет всем условиял!, налагаемым на функцию U{.i) из np!i-
ложепня 2, где показано, что вектор L'(/co) нр!1 ьзменеппи to от пуля до бесконечно-
CT1! повернется вокруг пулевой точки на иг — «з оборотов (здесь П2. щ — число кор-
ireii полиномов Q{s) ж R(s) в нраво!! полуплоскости к<)мпле1;сн()го нереме1!ного со-
ответственно). В нашем случае г̂з = 0. Из изложенного следует: пусть Q(s) пз (13) 
но имеет нулег! на мнимой оси. Тогда число корней этого квазиполинома, располо-
;кен11ых в правой полуплоскости, равно удвоенному числу оборотов вокруг пулевоГ! 
точк!! вектора f / ( /w) = Л(/о))/(2(/со) при изменении w от нуля до бесконечности. 
Естественно, вместо полинома ff (s) = (.?-f-ч)'Ч можно взять любоС! |;в,13ннолпном, не-
и.\1е!0Щ1!11 нулей на мнимо!! оси и в правоГ! полуплоскости. При этом необходимо, 
чтоб!,! степени старших членов полино.иов R(s) и 'Q(S) совпадали. 

П р и м е р 4.1. Система ил1еет передаточную функцию 

W (s) = 
• (S + 1 )+ к [к^ + е - " ' ' ) 

HaiiTH количество корней квазиполинома знаменателя И'(х), !!аходяпц1хся в правой 
полуплоскости, при к = к^ = 0,25, Т — 1. Для решения этой задачи рассмотрим 
передаточную функцию 

U{s) 

Легко усмотреть, что полипом s 1 0,5е"-® корней в правой полуплоскости !!е со-
держит. Амплитудно-фазовая характеристика U(JA) приведена па p!ic. 2 (кривая А). 
Пз него видно, что вектор [/(/со) вокруг нулевой точки совершает один полный обо-
рот. Таким образом, квазиполином s + 2 + имеет в правой полуплоскости два 
корня. Рассмотрим функцию другого вида: 

• (S + 1) _}_ й (А^ + ) ^ 2 - 1 - • 

АФХ U{ju)) приведена на рис. 2 (кривая б) и совершает один полпый оборот. Таким 
образом, квазиполином s 2 - f имеет в правой полуплоскости два корня. Пиже 
будет дана методика определения конкретных значений этих корней. 
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Рис. 2 

о. Критерий устойчивости. Рассмотрим линейное дифференциальное уравне-
ние (2) с заназдыпающим аргументом. Этому дифференциальному уравнению со-
ответствует передаточная функция (о). Характеристическое уравнение в (5) нмеет 
вид 

! «г 

г=1 \ г=о 
0. (14) 

И.! пзлоягенного и п. 4 следует критерий устойчивости. Если характеристичес1;ое урав-
нение (14) не имеет пулевых и чисто мнимых корней, то для асимптотической ус-
тойчивости системы, описываемой уравнением (2), необходимо и достаточно что-
бы ЛФХ 

= Л(/со)/(2(/ш) (15) 

при изменении^(0 от нуля до бесконечности совершала вокруг нулевой точки мень-
HIO половины оборота. При этом R{s) — полином степени га,, имеющий корни только 
в левой нолуплоскостн. В качестве R{s) может быть взят и квазиполином ];ак в 
примере 4.1. 

6. Приближенные методы решения задач для систем с запаздыванием. При ре-
шении различного рода прикладных задач приходится иметь дело с уравнениями 
в которые входят функции е " " . Точное их решение представляет большие трудности' 
В некоторых случаях такие уравнения неразрешимы. Для того чтобы их "решить 
приходится прибегать к приближенным методам. Изложенное поясним примером' 
^ П р и м е р 6.1. Отраженный от объекта случайный сигнал имеет вид x(t) = 
— com(i) - f aom{t — T). На сигнал x(t) наложена помеха n(t). Необходимо построить 
(|)пльтр, выделяющий отраженный сигнал m(t). Фильтр, формирующий сигнал x{t). 

с + а описывается следующим образом: O ( s )= -0 ^ Помеха n(t) является белым 
^ + о 

шумом. Из изложенного следует, что спектральная плотность сигнала с налоя;онпоц 
на него помехой имеет вид 

с -J- а г ^ п 

— « - f 6„ 

Взаимная спектральная плотность желаемого сигнала и сигнала с наложенной на 
него HOMexoii запишется так: 

'5'тф (s)^ ~ S -г ь„ ' 

109 



m п П7 n (И n ПЧ nL П5 n 06 G 07 Ol| ae ^ D 09 
" W 

' 1 

j 1 
1 / i / 
i .84 

i 
X 2. 

i 
— '̂ 'sSb 

9 

RERL RXIS 
Рис. 3 

Помеха n(t) с сигналом x(t) не коррелирована. Уравнение Винера — Хонфа с уче-
том исходных данных будет иметь вид 

W{s) 
— « т -

1 
^ + ь,, — ^ ъ.. 

H''(s) — искомая передаточная функция фильтра; r ( s ) — неизвестная функция с по-
люсами только в правой полуплоскости. 

Полученное уравнение может быть решено лишь приближенно. Для его реше-
ния необходимо разложить входящую в него функцию е^»^ в ряд Пада [2, с. 400— 
403]. Тогда оно примет обычный вид, так как все исходные данные будут заданы 
в виде дробно-рациональных функций, а методы решения таких уравнени!! хорошо 
известны [3]. Наиболее употребительным является нриблия;енпе 

е-р « G„(—p)/Gn(p), 
где 

(16) 

G = «2т = 1 
k=0 

/ I , \ Пи — т — А: — 1 
~2й - 2к - 1 2™ (2т ) ! k=o 

п — т — к — I \ 
•^2m+l 

т-1 

D 2™+1 (2т + 1)! k J o V - - 1 

(17) 

(18) 

Здесь используются обычные предположения J J Vft = 1 п[ш и > &, О! = 1, Вели-
к=а 

чина п задается такой, что два решения при п и п + 1 были бы достапочно близки-
ми. В этих условиях, когда величина п мо;кет быть лю-
бой, необходимо убедиться, что Н1)и произвольном п кор-
ни полино.ма Gn{r) находятся только в jieBoii полуплос-
кости ко.мнлексного переменного, т. е. передаточная функ-
ция, приблип;ающая звепо чистого запаздывания, всегда 
усто11чива. В приложенпи 3 показано, что это действи-
тельно имеет место. 

П р и м е р 6.2. Решить, используя разл()л;оппе функ-
ции в ряд Пада, полученное в примере 6.1 уравне-
ние Винера — Хопфа. Опреде.чить необходимое K0jrn4ecT-
во ч.пенов в разложении. На рис. 3 н|)пведены графики 
Wn(i4i) при Со = 1, оо = 4, Ьа = I. 7" = I, i!,? = 1. Из них 
следует заключить, что И'2(/со) и 1Гз(/Чо) уже достаточно 
близки. Можно прн раз.ложенпн к ряд Нада ограничить-
ся п = 3. 

П р и м е р 6.3. Найти приближенпоо значение лежа-
щих в правой полуплоскости K(i))Heii квазиполпиома s + 
+ 2 Р а н е е , в примере 4.1, было установлено, что 

Рис. 4 таких корня два. Теперь необходимо N A I I T H их велич1шу. 
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; l = l 4 71=15 n= d4 15 

Re Ira Re Im R e Ira R e I m 

_ -122,721 0 - 1 , 6 6 4 20,443 —1,638 20,438 
—71.608 57,201 -33 ,870 - 6 2 , 8 7 5 - 1 , 2 6 7 —14,189 - 1 , 2 6 7 -14 ,129 
-71 .608 -57 ,201 -33 ,870 62,875 - 1 , 2 6 7 14,189 - 1 , 2 6 7 14,189 
-11 ,847 42.748 - 6 , 9 4 8 38.156 - 0 , 7 0 8 —8.014 - 0 , 7 0 8 8,014 
— 11.847 -42 .748 - 6 , 9 4 8 -38 ,156 —0,708 8,014 . - 0 , 7 0 8 8,014 

- 3 , 1 2 3 27,685 - 2 , 4 2 7 27,027 0,218 2,331 0,218 2,331 
- 3 , 1 2 3 -27 ,685 - 2 , 4 2 7 -27 ,027 0,218 - 2 , 3 3 1 0,218 - 2 . 3 3 1 
- 1 , 6 6 4 20,443 - 1 , 6 3 8 20,438 

Для этого воспользуемся разложением g - " " в ряд Пада. В результате найдем дроб-
но-рациональную функцию. В таблице при и = 14 и « = 15 приведены значения 
корней числителя этого полинома. Совпадающие корни при ге = 14 и га = 15 и будут 
корнями полипома. В таблице имеются и два искомых правых корня. 

Приложение 1. Пусть Q(s), P{s) — квазиполиномы. Q(s) определяется из соотно-
шений (6) и (5): 

р = р, (S) + 2 Pfe в (П1) 

здесь Ой— положительные постоянные; функции Рй (s) — полиномы с действитель-
ными коэффициентами: 

+ + + V b ' = 

причем 

Р, %>ni, 1 = 1-^ г. 

Определим функцию 
Р (s) 
Q(s) - "о 

Сл —дуга 0Ki)y;i;n0CTH, показанная па рис. 4. Тогда 

im r £ : i f ) 
-оо J и (s) 

Cr 

l im 
R 

ds = 0. 

Приведем доказательство этого соотношения. Имея в виду (П4), получим 

U' (s) ^ Р' (s) Q (s) — P{s) Q' (s) _ Ф, (•?) + 

Здесь 
и P{^)Q{s) P{s)Q(s)~ 

Ф^ = p'^ (s) Q^ (s) - P^ (s) (?; (.); 

(*•) = 2 (P'k (>o Pk - O^P^ (s) Q^ is)) + 
h = l 

2 {p'o - '̂o (•') - •'A + 

-b 2 2 (('z (•') p'k - o ; Pk + ib - Pk Qi 

p r 

k^l1=1 

Так как по условию т о = щ, то 

T - i W ^ K v " " ' + к - 1 ) I V 

2 ! П „ - 2 . / " " 0 - 3 + . . . + , 

(П2) 

(ПЗ) 

(П4) 

(П5) 
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"̂ гт, —2 I ^ 

Поэтому на окружности | s | = Л при достаточно больших R имеем 

01 

Преобразуем 

k=l \i=l 

\s\=R 

г ,' 2m„ 

о т о 

р т /З^о 

1=1 \ i= l 
\ 

к=1 1 = 1 \ i=2 / 
Отметим, что некоторые из коэффициентов при s со старшей степенью равны пулю. 
В области R e s > a имеем | е""'*^'''| < е"'*'' ' '" ( | < г|,,, = (оь, тг, ОА + Т(), 
а = mill (oi Ч- Op, TI ТР). Тогда 

I Ф , («) I < \ S 2 •i/i 2 
1=1 О/ 

i' р 
у 

и 
\fe=l 

/ Р Г 

^ I ''(2™0-l)ft I 2 
\ft=l 1=1 

Р Г \ 

У У \ h ^ 
h = l 1 = 1 

p r 
• V У 

Jimi ^ 
/i=l ( = 1 

Заметим, что на дуге окружности Сд снраводливо равенство ]{с s = Л со? if, (—я/2 < 
< Ф < я / 2 ) . Поэтому, если радиус окружности R достаточно велик, то па Cr будет 
справедливо неравенство 

(П7) 
где 

А = 
fe=i 

+ 1. 

Рассмотрим знаменатель соотношения (П5). В области Re s > О получпм 

/ 

Здесь h^... h^^^ — некоторые неотрицательные постоянные, которые без труда оп-
])еделяются из соотношений для P(.s) и (?(s). Из последнего неравенства видно, что 
при достаточно больших R на окружности Сп справедливо неравенство 

Р (s) Q{s)l^ r' 
а i Ь 1 Со 1 По! (П8) 

Используя неравенства (П6), (П7) и (П8) на дуге окружности Сл. при достаточно 
больших значениях R из равенства (П5) получим 

U' (S) 
U(s) 

и, следовательно, 

< ; -! ' !—^ L <- . — " ' ' _1 _ ^—aR созф 
О̂о М " " ^ 

J U(s) 

< 

я/2 

CR - Я / 2 

П/2 

R 
о̂о 

U' (S) 
U{s) 

'd(p, 

йф < 

(П9) 

я/2 Л/-! 
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так как на интервале О ̂  я/2 при • ф = я /2 - ^ cos ф = sin В силу неравенства 
sin i]) > 2/лг|) при О < < я / 2 

можно записать 
я/2 

0 < 
Т 
1, и е р е л и д н к п р е д е й у п р и я оо, н а й д е м 

•Дф 

l im 
R^oc 

Cr 

у {s) 
и {s) ds ( Ш 0 ) 

Приложение 2. Пусть квазиполиномы P(s) и <?(s), удовлетворяющие всем ус -
ловиям, сформулированным в приложении 1, имеют в правой полуплоскости N, п Л', 
корнои соотв1га:твенно. На мнимой оси корни отсутствуют. Функция U(s) определяет-
ся равенством П4) Тогда при изменении частоты ш от нуля до бесконечности А Ф Х 
Улт охватывает начало координат комплексной плоскости 
(Лг — JV])/2 раз в положительном направлении. 

Для доказательства этого положения обратимся к рис. 4. Здесь Г — замкнутый 
контур, образованный отрезком мнимой оси / д = {s : s = /v —Л < v < Л} и потуок-
ружпостью : |s| = Л, Re s > 0}. Будем считать, что число R в ы б р м о столь боль-
шим что все корни функций P{s) ж Q(s), лежащие в области G^, ограничены кри-
вой 1. Югда по теореме о логарифмическом вычете [4, с. 83] справедливо равенство 

f m 
1 

2л/ и (S) 2щ 
\ ~iR 

У 
U{s) 

ds- (s) 
\ 

- и 
CR 

ds (П11) 

Г означает, что контур обходится по часовой стрелке. Отметим, что 
U' (s) 

•ds = d (In и (s)) = d(lnlU(s)l+ j RTg и (s)), 

поэтому 
U(s) 

}R 

J f / i 
- j R 

(s) 
ds = 

jR m 

d ( l n l t / ( s ) | ) + / j d{&vgU(s)) = 
-jR -jR 

, I и (JR) I 
= I n + j (arg и (jR) - arg /7 ( -jR)). 

Так как квазиполиномы P(s) s Q(s) с действительными коэффициентами, то 

С / ( - / Л ) = U ( f R ) , a r g f 7 { / f l ) = ~ a T g / 7 ( f R ) . 

Следовательно, 

I и (jR) I I и (jR) 

Тогда 
arg U(iR) — arg U{-jR) = 2arg U(jR). 

jR 

TJ' 
= 2 / a r g C 7 ( / ^ ) . 

3R 

J 
-jR 

U'js) 
U(s) 

Подставляя полученное соотношение в равенство (ШО) , найдем 

1 U' (s) 1 \ С TJ' 

г - Сн 
Переходя в этом равенстве к пределу при Л оо, в силу (ШО) имеем 

ds. 

8 Автометрия М 6, 1990 г. 

1 
2 = (П12) 
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Однако arg U{joo) равняется полному изменению аргумента функции Щ/со) нри 
изменении (О от нуля до бесконечности. Заметим, что геометрически arg Е/(70))/2я 
п ^ а в л я е т собо /ч^ло оборотов вокруг нулевой точки в положительном направ-
лении вектора £/(/(o) при изменении со от нуля до бесконечности. 

Приложение 3. Полагая в (16) р = sT, получим 
» Gn{-sT)IGn(sT). (П13) 

Из приведенных ниже преобразований 

W = i = « п П - « о - «п П - - о = П - ^ ) = 2 
й=0 

(П14) 

видно, что корни полинома Gn{sT), Т>0 лежат в тех же полуплоскостях комплекс-
ного перемен^го,_что и полинома как звено с ^ Функциеи 

FniP)'-

1 

переменного, что и полинома -̂myyi- — 
e- '^ является устойчивым, нужно показать, что дробно-рациональная функция 
G„(_srwG„(sr) при любом п имеет полюсы только в левой полуплоскости. Иока-
жеш, что рацио^лкая дробь Gn(-p)IGn{p), стоящая в правой части равенства (16), 
не имеет полюсов в правой полуплоскости. Для этого воспользуемся критерием Рау-
са. Отметим, что нули . . . Рп функции 

i=l 
(П15) 

связаны с нулями а , . . . an функции G„(s) соотношениями Pi= а^^ . . . Р„ = а ^ . 
Функция Fnip) имеет в левой полуплоскости столько же нулей, что и функция G„(p). 
Следовательно, достаточно показать, что уравнение 

а,рп + + . . . + ап-,Р -f «п = О, (П16) 

коэффициенты ао а , . . . а„ которого определены по формулам (18), не имеет корней 
r S S полуплоскости. Применительно к уравнению (П16) схема Рауса описыва-
ется следуюЕЧим образом [5, с. 135]: 

Го = Oo/fli; Саз = ол — roa^h+i', 
П = ajcis- сы = aaft+i — riCft+i.s; 

П = Ci,i+i/ci,i+2; Ck,i+i = — riCk+i,i+2, i = 2, 3 . . . ; fe = 1, 2 

(П17) 

Для того чтобы все корни уравнения (П16) лежали в левой полуплоскости, необхо-
димо и достаточно, чтобы числа а», ai, ci3... ci,n+i были одного знака. 

Докажем следующее утверждение. Если коэффициенты ао, a i . . . «п Уравне-
ния (П16) определены равенствами (18), то числа вычисляемые по схеме 
Рауса (П17), могут быть записаны в виде 

nvi Ч \ 

(П18) 
'^m+l.I+l 

_ {т + 1)\ ГГ ( п - т - 1 - к \ 
~ 9,™ (2т ^ 2Л! b^J 2« - 2А - 1 У 

l + i 
2™m!(2m + 2/)! k=o 

г = 2, 3 . . . га; т = 0, I ... 

Для доказательства воспользуемся методом полной индукции. Для начала покажем 
что если по формулам (П18) вычислить c„..h.i и с„+,,2, то справедливы равенства 

Ст+1,1 = а2т, m = О, 1 . . . [п/2]; 

(П19) 

с„г+1.2 = йгт+ь т = 0, 1 . . . [ ( г а - 1 ) / 2 ] . 

Действительно, из (П18) при I = О имеем то —1 / 7 
_ т\ тт / п — т — к 

, ,, 1 1 

а при I = 1 получим 

2^т\{2т)\ U" - 2/^ - ij 

( т + 1)! 

= а 2т' 

^т+1,2 ' г^т! (2т •2)! М , 

п —т —к —i'^ 

•/ft—- 1 

2™ ( 2 m + 1)! ( 2 m + 2) 

2n-2k-

m — к — 1 
2re - 2/c - 1 ^im+v 
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Таким образом при 2 = О и г = 1 формулы (П18) справедливы. Допустим теперь 
что формулы {П18) справедливы для {р^2), и докажем, что тогда они 
справедливы и для Z = р. Так как по формулам (П18) 

_ ( Р - 2)! _ ( р - 1)! 
1 .Р -1— ( 2 р - 4 ) ! ' ' ' i . p - ( 2 р - 2 ) ! ' 

то 

_ _ ' ' i .P - i _ ( р - 2 ) ! (2р-2)\ ( 2 р ~ 3 ) (2р - 2) 
~ (Р - 1)! (2р - 4)! = — i = 2 (2р - 3). 

Поэтому в соответствии с формулой (П17) имеем 

с , , (т- + Р - 1)! 
m+i ,p+i - - 2 - + 1 ( „ + 1), (2^ + 2р - 2)! ^ 

ХП 2u-2k-l - 2 (2р - 3) ^^ ^ П = 
ft—О 

^ ^ "|=Г п — т~р~к ( т + р — 1)! 

X P - r i ) ^у^р -З) (2m + 2 p - l ) { 2 m + 2p) 
1 

' 2и — 2m — 1 ^ 

X ' у ^ 1 г ь ~ т ~ р - к \ ( т 4 - р - 1).| [ ( ; г - т - р + 1 ) ( 2 т + 2 р - 1 ) - ( 2 р - 3 ) ( п - 2 ? 7 г - р И 
±J.[ 2n~2k-i j 2™+i (m + 1)! (2m + 2p - 2)! (2m + 2p - 1) = 

(»г + р - 1 ) ! ' T ^ i ( 2 m « - 2 m ^ - 3 m + 2« - l ) 
2 ™ + i { m - L l ) ! ( 2 m + 2 p - 2 ) ! 1 1 Д 2« - 2Л - 1 j ( 2 n - 2 m - l ) (2m + 2p - 1) = 

+ 

2™ (m + l ) ! 2 ( m + p) (2m + 2p - 2)! (2m + 2p - 1) И Д 2/г - - 1 J 

( 2 ; г - 2 т - 1 ) ( т + 1 ) ^ (m + р)! 
{ 2 n - 2 m - l ) 2™m!(2m + 2p)! И Д 2/г - 2A: - 1 J' 

' ' Г ФоР '̂УЛы справедливы при Z = p. Так как они выполняются 
Z ( Ь о ^ я м Ш ° допустимом значении I. Так как 
по формулам (1118) все числа с„, с г . . . положительны, то уравнение (П16) не име-
ет корней в правой полуплоскости. ^ ' 
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