
градиента поля в узлах текущего изображения по зашумленным опор-
ным измерениям поля. 

Установлена связь матриц и I ' H ^ ) с матрицами, характеризу-
ющими точность совмещения в линеаризованных задачах оценивания, 
в частности при использовании метода наименьших квадратов. 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

1 Буймов А. Г. Анализ влияния корреляционных свойств неоднородного яркост-
ного шума на ковариационную матрицу ошибок совмещения изображения Ц 

Автометрия.— 1985.— № 4. 
2. Антипин В. В., Буймов А. Г. Статистический анализ ошибок совмещения изо-

бражений по методу наименьших квадратов Ц Автометрия.— 1985,— Л'» 3. 
3. Буймов А. Г. Корреляционно-экстремальная обработка изображений.—Томск: 

ТГУ 1987 
4 Mostafavi H., Smith F. W. Image correlation with geometric distortion Ц IEEE 

Trans.— 1978.—AES-14, N 3.— P. I, II.— P. 487. 
5. Андросов В. A., Бойко Ю. В., Бочкарев А. Н., Однорог А. П. Совмещение изо-

бражений в условиях неопределенности Ц Зарубежная радиоэлектрон.— 1985,— 
6. Ван Трис Г. Теория обнаружения, оценок и линеинои модуляции.— М.: Сов. 

радио, 1972.—Т. 1. 
7. Степанов О. А. Рекуррентный метод вычисления нижней границьх точности оце-

нивания в задаче с нелинейными измерениями Ц Изв. вузов. Приборостроение.— 
1986 , -№ 2. 

8. Розенвассер Е. П. О построении матрицы Фишера для задачи оценивания па-
раметров конечномерных систем Ц АиТ.— 1988.— № 2. 

9. Степанов О. А. Использование неравенства Рао — Крамера в корреляционно-экс-
тремальных системах Ц Корреляционно-экстремальные системы,—Томск: ТГУ, 

10. Эйкхофф П. Основы идентификации систем управления.—М.: Мир, 1975. 

Поступила в редакцию 5 мая 1989 г. 

УДК 519.234 

В. Г. АЛЕКСЕЕВ 
(Москва) 

БИСПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ 
СТАЦИОНАРНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ: 

ВЫБОРКИ БОЛЬШОГО ОБЪЕМА 

1. Вопросы, касающиеся статистического оценивания спектральных 
плотностей стационарных случайных процессов и однородных случайных 
полей, широко освещаются как в специальных монографиях, так и в 
большом количестве журнальных статей. В последние годы, однако, все 
большее внимание исследователей — физиков и математиков — привлека-
ют спектральные плотности высших порядков (в их числе, прежде всего, 
биспектральные плотности). Обширный список литературы, посвященной 
статистическому оцениванию биспектральных плотностей (спектральных 
плотностей 3-то порядка) и практическим приложениям биспектралвно-
го анализа стационарных случайных процессов, может быть найден 
в [ 1 - 9 ] . 

В настоящей статье основное внимание уделяется методам биспект-
ральиого анализа стационарных случайных процессов по выборкам боль-
шого объема. Предложена вычислительная процедура, которая может 
быть интерпретирована следующим образом: исходная выборка из N 
отсчетов исследуемого случайного процесса разбивается на конечное чис-
ло неперекрывающихся или частично перекрывающихся массивов мень-
шего объема, и дальнейшая обработка каждого из полученных массивов 
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проводится отдельно, после чего искомая оценка биспектральной плотно-
сти получается в виде среднего арифметического оценок, построенных 
по каждому из массивов меньшего объема (ср. [1, разд. IV, А ] ) . 

Читатель, знакомый с теорией статистического оценивания обычной 
спектральной плотности стационарного случайного процес-
са (например, в том виде, как она изложена в [10, § 18] или в [ И ] ) , 
легко убедится в том, что переход от обычной спектральной плотности 
к биспектральной сопровождается многократным усложнением и увели-
чением объема выкладок и расчетов. Это и неудивительно: биспектраль-
ная плотность /'^'(Xi, Я2)— существенно более сложный объект, чем обыч-
ная спектральная плотность. Построение и анализ ее статистических 
оценок требует от исследователя гораздо большей вдумчивости и осмот-
рительности, чем в случае оценивания обычной спектральной плотности. 
Еще большие трудности (аналитические, геометрические и даже терми-
нологические) ожидают нас при переходе к оцениванию триспектральной 
плотности Яг, Хз). Не может быть сомнения в том, что последова-
тельное преодоление всех этих трудностей (вместе с возрастанием воз-
можностей вычислительной техники) приведет в конечном счете к тому, 
что биспектральный и триспектралвный анализ стационарных случайных 
процессов будет применяться столь же широко и столь же плодотворно, 
как в наши дни обычный спектральный анализ. 

2, Итак, пусть, как и в [6], { Ц к ) , к ^ Ъ ) — стационарный до шесто-
го порядка включительно случайный процесс со средним значением 0. 
Биспектральная плотность f^ ' (^ ) . П = ( — я , л] , случай-
ного процесса \ {к) определяется соотношением 

= (2я)-2 2 2 ехр [ _ i ( г л + '•з {к^ г,), (1) 
j^ez z^ez 

где 
Mh, h ) = i i { k ) u k + k ) i { k + h)y = < . u m { u ) u h ) y ( 2 ) 

и угловые скобки < > —символ математического ожидания. 
В основу построения оценки /п ' (^) биспектральной плотности 

(>о) в [6] положена периодограмма третьего порядка 

/„(cOj,a),) = C „ n 2 (3) 
i = l hj=-n 

где (coi, co2)^R^; coi + С02 + 0)з = O(mod 2л); a (/с) — мультипликативное 
окно данных, описываемое соотношением 

a{k)==i-\k\/n, \к\^п, 

и С„ = ге/Н-1)] — нормирующий множитель, обеспечивающий 
асимптотическую (при несмещенность периодограммы (3). 

В ходе исследования оценки биспектральной плотности (i^) в [6] 
рассматривались три компоненты ошибки оценивания: дисперсия оцен-
ки /'n(J^), смещение вещественной части оценки /пЧ^) и смещение ее 
мнимой части. Причем каждое из двух смещений, в свою очередь, было 
представлено в виде суммы двух слагаемых: смещения, возникающего за 
счет смещения нериодограммы (3) , и смещения, возникающего за счет 
ее осреднения по аргументу (o=(co i , С02) с помощью того или иного 
спектрального окна. В условиях работы [6] главным членом смещения 
вещественной и мнимой частей оценки fn ' Щ оказалось слагаемое, воз-
никающее за счет осреднения но аргументу со. 

Предположим, что исходная выборка из N отсчетов случайного про-
цесса 1{к) не может быть обработана на ЭВМ целиком и нам неизбеж-
но приходится разбивать ее на массивы меньшего объема, вычислять по 
каждому из них периодограмму третьего порядка и затем находить осред-
ненную (по числу массивов) периодограмму. Эта последняя (вместо 
периодограммы (3) ) и кладется в основу построения оценки 
24 



бнспектральной плотности. Описанная выше схема расчетов вполне ана-
логична топ, которая была применена ранее [12, 13] при вычислении 
оценок обычной спектральной плотности /(А,) по выборкам большого 
объема. 

Если число отсчетов N случайного процесса достаточно велико, 
то дисперсия оценки будет мала. Смещение оценки {к), 
возникающее за счет осреднения периодограммы по аргументу (о, также 
может быть сделано пренебрежимо малым как за счет сужения области 
осреднения, так и за счет надлежащего выбора осредняющих весовых 
функций (см. [6 ] ) . И лишь смещение осредненной (по числу массивов) 
периодограммы с ростом объема выборки N не убывает: оно совпадает 
со смещением периодограммы, построенной по каждому из массивов мень-
шего объема. Таким образом, приходим к следующей задаче: как умень-
шить смещение периодограммы, построенной по массиву фиксированной 
(но не слишком малой) длины? 

Предположим, что в нашем распоряжении имеется массив из An — i 
отсчета случайного процесса Цк), п = 2, 3, . . . . Определим периодо-
грамму/„(coi, (1)2), (coi, co2)eER2, соотношением 

2П 
/ „ (cDj. (О,) = С„ П 2 (kj) е-

где со1-1-(02 + (Оз = 0 (mod 2л); 

- 31 /с р 

а{к) = ^ ' 2п(2п^ + 1) 
- 1 ] 

2п 4- 1) 

О < I fc К га; 

/г— 1 < I/с к 
и 

(5) 

= [л2 (197Олг^ + 1785«s-f 1617?г<-ц675«2 + 504) ] -1 ТОи ( + 1) 3 
НЛП ( 6 ) 

| 1 - 6 

2 1 - Jl 
2п 

6 О < I /с К и; 

и < I /с 1 < 2 « , 
(Ъ 

= 560«7 [л2(1979^8-Ь 77?г̂  + 170«2 + 8 4 ) ] . (8) 
З а м е ч а й и е. В случае, когда периодограмма (4) строится с по-

мощью окна данных (5), фактически используются лишь 4ге — 3 отсчетов 
из нашего масспва, так как в этом случае а(к) = О для \к\ =2п — i. Лег-
ко видеть, кроме того, что значения обеих функций в правой части фор-
мулы (5) совпадают при \к\ = п — i ш п. 

Известно, что для окон данных (5) и (7) справедливы соотношения 
2П 
V 

к=-2п 

а (к) = 3 sin^ (ге|.1/2) 
2юг{2п'^+ 1) sin^ (|х/2) 

(9) 

И с о о т в е т с т в е н н о 

1 V = 
Й = - 2 П 

2 COS (i 
4лп® 

sin {гаЦ,/2) 
sin (|д72) ( 1 0 ) 

Правые части формул (9) и (10) известны как ядра Джексона 
и Парзена. В дальнейшем ядро Джексона (т. е. правую часть соотноше-
ния (9)) будем обозначать У„(|л). Формула (5) для коэффициентов 
Фурье а{к) ядра Джексона была, по-видимому, впервые получена в [14]. 

Функцию /'^'(Яь Х2), первоначально определенную лишь для множе-
ства П ,̂ в дальнейшем будем считать продолженной периодическим об-
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разом (по каждому из ее скалярных аргументов) на всю вещественную 
плоскость R^. Нам будет также удобно представить биспектральную плот-
ность в виде где функции g i { l ) , / = 1, 2, 
вещественны. 

Теорема. Пусть все частные производные второго порядка функций 
Яг), ] — 1, 2, ограничены (по абсолютной величине) одной и той же 

постоянной К. Тогда для иериодограммы / „ ( со ) , определенной форму-
лами (4) — ( 6 ) или (4) , (7) и (8) , справедливо соотношение 

sup I < / „ («)> - (О)) I = О (ге-2). 

Доказательство, в силу большого сходства ядер (9) и (10), прове-
де1М лишь для окна данных (5) и соответствующего нормирующего мно-
жителя (6) , т. е. для ядра Джексона. В случае использования окна дан-
ных (7) (т. е. окна Парзена) доказательство теоремы лишь слегка видо-
изменяется. 

В соответствии с формулами (4) , (1) , (2) и (9) 
2П 2п 2П 

</„(cOi, С 0 2 ) > = с „ S « ( ^ i ) S а (к,) 2 а{к,)х 
к^=—2п 

X ехр { - i [A.coj ^ А-.сОз - к, (со, + со,)]} {к,) I {к.^ | {к,)} = 
2П 2П 2П 

= 2 а {к,) 2 а {к,) S а (к,) г^ {к^ - к,, к, - к^) X 
ftj=—2И h^=—2n 2П 

X ехр { — i [(А-, — kg) со, {k. — к.^) со,]} = 
2П 2П 2П „ „ 

= с„ 2 а {к,) 2 а {к,) 2 
h=-2n Йз=-2П 

X ехр (г [(&! — fcg) ([.ij — coj) -Н {к^ — к^) ([.ц — оз,)]} da.^ = 

= j [ Фп (Hi — — « г ) (Н-г t̂ l-ii (11) 

где 

к^=-2П 3=1 hj=-2n 

= Sn^CnJп (u-i) Jп 

Пользуясь приведенными в [15, гл. 3, упр. 5 п 7] значениями 
функции 

= / с = 1 , 2 , . . . , 9, 
< = 1 

л формулами (5), (6) и (12), покажем, что 
. „ 2П 2П 2П 
\ Ф „ (Hi, На) duo = Сп а (А"з) S а {к^) 2 « {к-^ X 
•д2 к^=—2п к^=—2п h^=—2n 

X ) e'Ci-^)»^! ĉ Hi = 2 аЦк^) = \. (13) 
п п 

В пояснение к полученному нами равенству (13) следует указать, 
что множитель С„ с самого начала был выбран таким образом, чтобы это 
равенство выполнялось. Хотелось бы также обратить внимание читателя 
на то обстоятельство, что вычисление суммы кубов коэффициентов а{к) 
потребует от него, если он пожелает проверить правильность соотноше-
ния (13), немалых усилий. 
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Пользуясь соотношениями ( И ) и (13) и разлагая функцию 
в ряд Тейлора в окрестности точки (©i, сог), находим 

8„ (to) = <Re In ((о)> — g^ (ш) = 

= j j Фп (Ml — ©1, ц, — (Оз) (н-1, На) — gi (coi, (О2)] dfXi d^i, = 
n ' 

= } f O n Ц2) [̂ Ti (®i + M-i. ®2 + 1̂ 2) — «2)] ĉ fio = 

где 0 < 0 = 9(o), |x)< 1 и n = ([J,i, 1̂ 2). 
Заметим теперь, что 

(14) 

j j ( l^l , t^a) '^IJ'2 = j f ( l^l , I-I2) d ^ i = 

л л 

= 8лЗС„ [ f / „ ( | l 2 ) / „ ( j l i + = 0, 

так как функция 
•IL 

h (|л) = (fx) j /„ (fXa) /„ (м- + fXa) Ф2 

нечетна. Поэтому из (14) следует, что 
А 

т2 L3=l 

i ^И'хМ'г 

и в соответствии с условием теоремы, соотношением (12) и формулой (9) 
для ядра Джексона 

I е„ (ш) I < К J j Ф„ ([Xi, (I til 1 + I fX21)' dii, dii, < 
< ^ j J Ф„ ([Xi, -̂2) (M-? + t l̂) dill = Фп (fXi, Ц2) M-i = 

n (fXi) / n (и-г) -^n (f-ii + Ф 2 ^ 

• Г ixlJn (^t,) dli, f Jn (̂ 12) dix,. (15) 
2n' + i J J 

с 

Правая часть соотношения (15) не зависит от О). Поэтому из (15), 
в соответствии с (6) и свойствами ядра Джексона (см., например, 
{16, гл. II, § 3]), вытекает, что 

8„ = sup I бп (оа) I О {п-^)- (16) 
и е п " 

Аналогично, полагая 
б„ (©) = <Im In (w)> — gi (и), 
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находим, что и 
sup |б„((о)| = (9(ге-2). (17) 

Утверждение теоремы следует теперь из соотношений (16) и (17) 
н неравенства 

sup I < / „ ((0)> - (ш) I < е,г + б„. 
йен® 

Видно, что использование окон данных (5) и (7) обсспечивае:г_ бы-
ральных плотностей порядков v = 4, 5 и 6 могут быть найдены в [18, 19]. 
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