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РЕШЕНИЕ ОБРАТНЫХ ИЗМЕРИТЕЛЬНЫХ ЗАДАЧ 
НА ВЫПУКЛЫХ МНОЖЕСТВАХ ФУНКЦИЙ 

Постановка задачи. Для многих линейных измерительных систем связь псзуль-
Во™ьте7ра Т г о рода- сигналом ф(;/) описывается интегральным уравнотшом 

где аппаратная функция К{х, у) считается известной. Задача восстановления сигнала 
Ф(г/) по измеренному f{x) получила название обратной измерительной задачи (или зч-
дачи редукции к идеальному измерителю) и является некорректно поставленной fi'l 
Существуют эффективные линейные алгоритмы [ 1 , 2 ] построения устойчивых пегутя-
ризованных решении уравнений (1) при различной «количественной» annnoDHoii ин-
формации о погрешностях измерения Цх) ж об искомой функции ф(у). Учет дополни-
тельной «качественной» информации о поведении функции ф(г/) (например, неотрицатель-
ность ф(.1/), возрастание или убывание ее на определенных участках) позволяет вогстя-
навливать высокочастотные составляющие ф(г/), отсутствующие в правой части И г) 
(«эффект сверхразрешения») [3]. В [4] предложен «быстрый» регуляризующий атго 
ритм построения неотрицательных решений. В данной работе этот подход оаспоостпч-
няотся на более об|ций случай априорных ограничений. ^ « к i im 

Линейный регуляризующий алгоритм (РА). Регуляризованное решение уравне-
ния (1) будем строить при следующих предположениях [2]: а) функции w(v) К(г] ifm 
нитны и обращаются в нуль вне интервалов [О, [О, Ь^] соответствето; б) «.место 
точной правой части / доступна для наблюдения сумма 7{х) = f(x) + ti(x) где ii(r) -
стационарный шум измерения с нулевым средним, не коррелированный с /(х)- в) реа-
лизация f(x) измеряется на интервале [О, Ь^] с шагом дискретизации А в узлах а-. = 
= { "" •••' и формируется вектор измерений Т = и{х1),1(х.,), ' ' . . . 
• ••, / (• .̂Yy) ' 1'ДО Т — символ транспонирования. При этом Ь^ > Ь^ + Ь^ 
нып) анаХ'^''^''' формулу трапеций, получаем конечно^ерньй (матрич-

Кф = f (2) 

интегрального уравнения (1), где проекции ф(/) вектора ф = |ф(1), ф(лг отож-
дествляются со значениями искомой функции ф(г/) в узлах у.= ( / у 
2, . . N ^ . Размерности N N ^ векторов / , ф определяются соотношениями N , = ent 
[ 6 / А ] + 1; = ent[ft^/A] -Ь 1, где ent [2] - целая часть числа z. Шаг А выбирается 
из условия малости ошибки аппроксимации уравнения (1) системой (2) по сравнению с погрешностями измерения Ti(a:). сравнению с 

«Быстрый» алгоритм построения регуляризованного решения (2) на основе дис-
кретного преобразования Фурье (ДПФ) состоит из следующих шагов 

Выбирается наименьшая величина N, позволяющая использовать алго-
ритм быстрого преобразования Фурье и удовлетворяющая условию TV > JV - f Л' + 
+ iV^ - 2, где - количество отсчетов ядра К{х): N = ent [т^/А]; т " " - интертал 
корреляции шума измерения. 

Шаг 2. Форлшруются периодические (с периодом N) последовательности 

Кр{П = ,0, 

Шаг 3. Вычисляется прямое ДПФ последовательности {/ (7)} и обратное ЛПФ 
последовательности {Kp(j ) ) : р ' f 

iV-l 

(3) 
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iV-1 

У̂ К W = 2 (/) exp fe //•), 0 < / < TV - 1, (4) 
j=o 

^CT ( « ) = 2 

где г = Т л ^ 
Шаг 4. Вычисляются коэффициенты ДПФ регуляризованного решения: 

Шаг 5. Обратным ДПФ (4) по коэффициентам { Ф р „ ( 0 } вычисляется периодиче-
ская последовательность {фр^О)}. 

Шаг 6. Формируется гУ^-мерный вектор ф^ искомого регуляризованного решения 
системы (2): 

Ф а ^ = Фр„(7 - ! ) , ! < / < N^, 

/-Я проекция которого является оценкой для значения ф((/ — 1)А). 
Последовательность входящая в (5), определяется имеющейся априорной 

информацией о статистических характеристиках шума измерения и гладкости искомо-
го решения. Возможны различные подходы (детерминированный, статистический) к 
формированию этой последовательности (подробнее см. [2, с. 173, 180]). Выбор кон-
кретного способа формирования зависит от полноты имеющейся априорной информа-
ции. Оценка оптимального (при фиксированной последовательности {Iq{1) }) значения 
параметра регуляризации а при известной дисперсии шума осуществляется на основе 
критерия оптимальности [2] , а в случае слабо коррелированного шума с неизвестной 
дисперсией на основе метода перекрестной значимости [2, 5]. Выбор а может также про-
исходить по заданным точностным характеристикам РА [6]. В дальнейшем будем по-
лагать, что параметр а определен. 

Введем в рассмотрение следующие две характеристики: 

• 

+ ' (6) 

-^св ® = Z ' 
i^o I Як ( 0 1 ' + « 4 (2) 

для которых справедливы соотношения 
+ = N / 2 + 1 для любого а > 0; 

l im М^^ (а) = N/2 + 1; l im М^^ (а) = 0. 
а-»о а->оо 

Величину можно интерпретировать как «обобщенное число» коэффициентов 
ДПФ вектора ф, не искажаемых РА (значение 

{1)\У{1X^(1)1^ 4 - х 1 свидетель-
ствует о сохранении Z-ro коэффициента ДПФ искомого решения). З а м е ч а н и е 1. Число коэффициентов Ф р „ ( ' ) , определяемых на шаге 4, равно 
N. Однако свойство Фр„ (I) = Ф * „ {N — I), I =N/2 + i, . . N — i, уменьшает число 
независимых коэффициентов до N/2 + 1. Поэтому при численной реализации алгорит-
ма используются только первые N/2 + 1 коэффициентов ДПФ. 

Характеристика определяет «обобщенное число» коэффициентов ДПФ, 
практически исключаемых из решения (переходят в систематическую ошибку РА 
[2, с. 179]). Эти проекции можно доопределить, но уже исходя не из правой части (1), 
а из дополнительной априорной информации об искомом решении. 

Априорные ограничения. Достоверная априорная информация об искомом реше-
нии ф(г/) определяет ограничения, которым должно удовлетворять регуляризованное 
решение. Так как построенное решение ф^ является вектором, то ограничения опреде-
лим в терминах векторных пространств. Прежде всего для сохранения «низкочастот-
ных» информативных составляющих регуляризованного решения ф^ введем допустимое 
лшожество Ф1 = {ф : (РК^ф)(г) = Фр„(г) , о < г < М^^(а) - 1 } , (7) 

где {FR^(f)(l)— 1-й коэффициент ДПФ вектора К^^ф; F —матричный оператор прямо-
го ДПФ (3). Оператор R^^ строит вектор размерности N добавлением нулевых проек-
ций к iV^-мерному вектору ф, Ф р „ ( 0 — коэффициенты ДПФ регуляризованного реше-
ния ф^. Величина определяемая (6), делит индексы О < г < N/2 коэффициентов 
ДПФ решения (см. замечание 1) на два множества: 

Li = {г : О < г < - 1 } ; L,= {I : М^^(а) < I < N/2}. 
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Коэффициенты ДПФ Фр{1), I s L^, формируются (а точнее, доопределяются) другими 
априорными ограничениями, типичными из которых являются следующие: 

1. Отличие (f{y) от нуля только на конечном интервале значении аргумента у 
определяет допустимое множество 

® 2 = {ф :ф{7 ) = 0, (8) 

где / — набор индексов проекций вектора ф. 
2. Принадлежность ср(г/) интервалу [срш;п(г/), Фшах(г/)1 обусловливает множество 

Фз = {ф : Фт1пО) < Ф(̂ ) < Ф т а х О ) ^ ^ ^ 

ЧТО множества . . . , Фз+m являются выпуклыми и замкнутыми. 
Непосредственное введение (через элементы последовательности {'^q(1)}) В алго-

ритм построения ср априорных ограничений (8)—(10) не представляется возможным. 
Поэтому в данной работе (по аналогии с [4]) для учета этих ограничений используется 
так называемый «метод проекций на выпуклые множества» [7. 8 ] , заключающийся в 
отыскании общей точки ф* пересечения множеств Oj , Ф2, . . . , Фз+m' т. е. ф̂ ^ е Ф* = 

т+з 
= П Ф, . 

i = l „ 
Нелинейный алгоритм построения регуляризованного решения, а методе про-

екций на выпуклые множества [7,8] строится последовательность элементов • • 
. . . , ф^"^ и для получения следующего элемента выбирается некоторое множество 
Ф^п) делается шаг по направлению к проекции на это множество, т. е. 

= Ф "̂̂  + - О < < 2. (11) 

В частном случае при (г,̂  = 1, Фа"''"^' = Рг(п)Фа"^ т- С- в качестве берется проек-
ция ф "̂̂  на множество Если множество Ф* не пусто, то при определенном выбо-
ре номера i[n) последовательность векторов, ф^"' покоординатно сходится к вектору 

Возникает вопрос о сходимости процедуры ( И ) , если отсутствует элемент, общпи 
для всех множеств Ф;, т. е. множество Ф* пусто. Введем два множества Ф^* = Фх', 

З-1-m 
Ф 2 * = П Ф{. Решение уравнения (1) на выпуклых множествах Ф^, . . Ф д + т подразуме-

1 = 2 

вает, что: а) ограничения (8)—(10) совместны, т. е. найдется элемент ф е Ф а * , одновре-
менно удовлетворяющий (8)—(10); б) вектор решения фо, построенный при а = 0 и точ-
ной правой части системы (2), принадлежит Фз*. Тогда множество Ф^* состоит из од-
ного элемента фо (так как = N/2 + 1) и пересечение Ф* = Ф^* П Фа* также 
состоит из одного элемента фо. Если а > 0 , то множества Ф* и Ф* могут не иметь общей 
точки. Это зависит от и Фг*. Если Ф1*иФ2* не имеют общего элемента, то найдут-
ся два вектора ф ! * ^ ® ! * , ф2*еФ2* такие, что Ф^ = Р *фТ. фТ = ^ *Ф2' ^ 

®2 Ф1 
оператор проектирования на множество Ф^*. Векторы фх*, фз* находятся на минималь-
ном расстоянии друг от друга и принадлежат границам множеств Ф^*, Ф2*. Если мно-
жество Ф* = Ф1* П Фа* не пусто, то ф^* = ф^* = фг*. 

Утверждение. При любом начальном приближении ф^®' для последовательности 
{ф^" ' ) , порождаемой ( И ) , с выбором 

f l , если 2 < г < 3 - | - т ; 
« • ( « ) = " (12) 

[^г*(и), если ф ^ " ' е Ф^, 

где i*{n) находится из условия (13), имеет место покоординатная сходимость: 

если 

если ф ^ е Ф ^ , 2 < i < 3 - b m . 
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Результаты вычислительного эксперимента: 
J —точное решение ф(у ) ; 2 — регуляризопанное реше-
ние 3 — регуляризованное решение Ф*(у) 

Доказательство этого утверждения осуществ-
ляется аналогично доказательству теоремы 2 из [7]. 

Таким образом, имеются два предельных век-
тора ф1*, ф2*. Исходя из специфики решаемой зада-
чи, для которой критерием преемственности постро-
енного решения являются ограничения (8)—(10), в 

качестве ф^* будем принимать эле-
мент из е-окрестности точки ф2*.Из-
ложим вычислительную схему нели-
нейного регуляризующего алгоритма, 
состоящего из следующих шагов: 

Шаг 0. Строится линейное ре-
гуляризованное решение ф^, которое 

принимается в качестве Номер 
итерации п = 0. 

7 

Шаг 1. По элементу ф ^ ' вычисляется 

= Ф к " ^ + - о < и ; < 2, 
где номер г(п) выбирается из условия 

Р Фцп)) = sup Р Ф^.)' 2 < / < 3 + т . (13) 
Шаг 2. Если п = О, то осуществляется переход к шагу 3. В противном случае 

проверяется условие || - |/|| | < е^ = IQ-^. При выполнении усло-
вия происходит переход к шагу 5. 

Шаг 3. По элементу строится 

= + К - о < .и; < 2. 
Шаг 4. Полагается п = га -f- 2 и выполняется переход к шагу 1. 
Шаг 5. В качестве ф^* принимается элемент и на этом работа алгоритма 

заканчивается. 
З а м е ч а н и е 2. Параметры релаксации можно задавать как 

1 
I'n = Ип = 1 + п + 1 — 10-2, „ = 0 , 1 , 2 . . . . 

З а м е ч а н и е 3. Аналогично [7] для ускорения сходимости рекомендуется на 
начальных итерациях, например, при п = 2 , 4 , . . . вместо шага 3 выполнить следующее 
построение: 

(14) 
где ц* определяется соотношением 

при этом коэффициенты релаксации = = Как показал вычислительный 
эксперимент, использование (14) сокращает количество итераций в 3—5 раз и общее 
число итераций не превосходит 20. 

Определим операторы проектирования и расстояния р(ф, Ф.) , используемые в 
приведенном алгоритме: 

{ Р з Ф } , = 

ф И), если j е 

О, если i ф 

J 
Ф т т (/•)' если ф (/) < ф̂ ,̂;̂ ^ (/); 
ФтахО'), если Ф (;) > Фтах ( /) : 
Ф (/), если (;•) < ф (у) < ф^^^^ ( / ) ; 
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Р(ф, Фз) = 

Рз + гФ 

2 (min^ (О, ф ^ , , ( /) _ ф (У)) + min^ (О, ф (;•) - ф^.^ (;•))) 
1/2 

+ если 

^ (0: если С . ф С ? . ; р ( ф , ф л = J ^ 
' ' если 

PiV = 
где Ф,,̂ ,̂ - в е к т о р размерности N, коэффициенты ДПФ которого определяются как 

Фра (О, 

Ф;,(/), Ф;,„(г)-коэффициенты ДПФ вектора К^ф и регуляризованного решения 
соответственно; oiiepaTopSj^^ преобразует ^-мерный вектор в вектор размерности 

Л'^отбрасыванием последних N — N ^ проекций. 

фунюГия^'""^"^" эксперимента. В качестве решения ф(,) бралась 

Ф {у) = const ( _ L 
\2 [ L ^ 2" 

ехр — ^ - 5 
УУ ) 

лось трапецеидальной формы с 45, отношение полуширин ядро/сигнал 5 что 

о т Г и т Г л 7 н ь п Г у ^ о 1 е м " Р ® ' ' ® ' ^ ^^^^ искажалась ш;мом с 
относительньта уровнем 5 % . По этим данным строились два регуляризованных ре-
шения ф^, ф„. Параметр регуляризации а находился из ограничения па ширину функ-
ции рассеяния РА (Д^^ = S-IO"^) [6]. Решение ф^ (см. рисунок) имеет отрицатешлше 
значения на «крыльях» функции ф(г/), типичные для линейных РА. При построении ф* 

Номер М максимальной проекции вычислялся по w . Решение ф* приведенное 
на рисунке, пмеет более высокую точность и, что самое главное (сточки зпения эгспе-

{ п о л о ж и т ^ ^ Г с т ь Г С Т ч и Г о д -
кого максимума) исследуемого процесса. " 

Предложенпый в работе нелинейный регуляризующий алгоритм обладает высо-
кой вычислительно,! эффективностью. Так, для построения решения ф* рассмотренно-
го примера нотреоовалось « 5 с машинного времени (ЭВМ ВЭСМ-6) Объем онесатив-
нои памяти для хранения исходных и рабочих массивов равен б./у' оператив 
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