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Пятидиагональная матрица А системы линейных алгебраических 
уравнений (2 ) является невырожденной, несимметричной и обладает 
свойством диагонального преобладания но столбцам, причем ее элементы 
претерпевают сильные изменения, обусловленные поведением потенциа-
ла ф(х, у) в реальных задачах. 

Система (2 ) может быть симметризована переходом к новым пере-
менным вида Ф р = / 7 е х р ( ф ) , Ф „ = я е х р ( - ф Ь при этом коэффициенты 
будут выглядеть следующим образом (ниже и означает Фр или Ф „ ) : 

{Жй)ц = —aijUi-M — — c,yMi+ij — SiMa+x + ёцйц = fa, 

dii = Uij exp (—аф( -ь ) , bij = bij exp ( — ) , (3 ) 

с,.. = с « е х р ( —аф,+ь-), Зц = d^ ехр{—ац)ц+1), 

/.. = /у, е.. = йу + Ъц + с « + Sii + е х р ( - а ф « ) / « , i = 1, L, / = 1, М. 

Здесь матрица Я симметрична и равна 
Ж = АТ, 7' = { е х р ( - а ф « ) } , (4 ) 

Т — диагональная матрица. Однако нри решении симметризованпой си-
стемы (3) есть угроза остановки счета из-за выхода чисел за пределы 
разрядной сетки. Это возможно нри появлении в некоторых задачах 
больших значений потенциала (в размерных единицах порядка вольта). 

Для решения линейных алгебраических систем уравнений вида (2 ) 
или (3 ) применяются различные итерационные методы: блочные методы 
Зейделя и последовательной верхней релаксации, метод Стоупа и метод 
сопряженных градиентов с неполным ЬС/-разложением (см., напри-
мер, [ 3 — 6 ] ) . 

Целью данной работы является построение вариантов итерационных 
методов ненолиой факторизации для систем вида (2 ) . В и. 1 описывают-
ся два предлагаемых алгоритма — явный и неявный, а в и. 2 приводят-
ся результаты численных экспериментов для характерных практических 
задач, и на некоторых вариантах сравнивается эффективиость рассмат-
риваемых итерационных методов и блочного метода Зейделя. 

1. Описание итерационных алгоритмов. Рассмотрим модификации 
явного и одного из неявных методов неполной факторизации Булеева 
[7] решения несимметричной системы уравнений (2 ) . 

Исходный явный метод в покомпонентном виде записывается сле-
71,ушш;им образом: 

8ц = еу — ау (T i - i i + — bij (6 i j_ i + eyY i ) _ i ) ; 

« i j = aij/gih Pij = ^ii/^ij' Tij = Cij/g'ij; 

Sij = dij/gij, -фу = fijlgij] 
= aij^+h + + « « S i - i i - + 

+ Ру7У_1 - Oyul^-) + г|,у, i, / = 1, 2, . . .; (5) 

u ^ n = Tii^r^ii + + j/ = . . . , 2, 1; 

Здесь Qij и T„ — так называемые компенсируюш;ие и чебышевские итера-
ционные параметры, на выборе которых мы остановимся ниже. 

Представляя матрицу А исходной системы в виде А = D — L — U, 
где D — диагональная матрица с ненулевыми элементами еу, а L п U — 
нижняя и верхняя треугольные матрицы с ненулевыми элементами на 
строках соответственно ац, b,j и Су, (что соответствует подпагональной 
упорядоченности узлов сетки), метод (5 ) можно записать при в « — в в 
матричной форме следуюш;им образом [7 ] : 

K = {G-L)G-'{G- U), G = - 65 , 



где G — диагональная матрица с элементами ga, а ( 5 ) — д и а г о н а л ь -
ная матрица с ненулевыми элементами теми же, что и у В. Здесь S — 
диагональная матрица с элементами, определяемыми равенством 

Se = [ L G ~ W = (7 ) 

(е — вектор с единичными компонентами). 
Если А — симметричная матрица Ж-типа, то, как показано в [3] , 

при О SS в 1 и 

т„ = 2/[М + m ) c o s ( ( 2 n - 1 )л/ (2Л^) ) ] , п = 1, 2, . . , i V , l , 2 , . . . , 

(8) 

где т, М — границы спектра матрицы К ^А, 
получены оценки т, М к числа итераций в 
и свойств коэффициентов системы (2 ) . В частаости, нри 6 = 1 положим 

летод (6 ) сходится. Там жо 
зависимости от значений в 

m = 1, М = 1 — max {7у + бу} 
1=1,1.; 

—1 
(9) 

j=i , м 

Поскольку М вычисляется до начала итераций, то соотношения (7 ) 
позволяют определить оптимальную последовательность итерационных 
параметров т„. Если матрица А несимметрична, то можно доказать схо-
димость итераций только нри 6 = 0, т„ = 1, и вопрос о применимости 
чебыптевского ускорения остается открытым. Рассмотрим теперь моди-
фикацию метода для случая, когда матрица А симметризуется умноже-
нием справа на невырожденную диагональную матрицу Т. Для этого 
предварительно применим рассматриваемый метод для симметричной 
системы (3 ) : 

(10) 

= [LG-'D - {LG-'D) <"] е = Яе, 

где D = DT, L = LT, V = UT. Если К = КТ (это автоматически следует 
из (6 ) , (10) при 6 = 0) , то собственные числа матриц К~^А и 
одинаковы в силу их очевидного подобия и итерационные алгоритмы 
(6 ) , (10) эквивалентны по скоростц сходимости. Однако при 6 ^ 0 ра-
венство R = КТ будет выполняться только при условии 3 = ST. Это 
означает, поскольку ff = НТ, что итерационные процессы (6) и (10) 
при А = AT будут эквивалентны, если для определения S вместо (7 ) 
использовать равенства 

^ё = [LG- lC/- (LG-^C/ )< l ' ] ё = Яё , ё = Ге. ( И ) 

В силу определения матрицы Т это означает в нокомпонентной 
записи, что в (5 ) формулы вычисления ga и z"/^ надо заменить па 
следующие: 

gij = eij — ttij -Ь 66 i_ i j exp (d (— фг_и-+1 -f фу))] — 

— bij [бу_1 + 6 7 y _ i e x p ( a ( — фг+ij- i -Ь Фу))]; 

= anzl+li + + ^ i A - i j Ы - i i + i - (12) 

— S u l exp (a (— фг-i j+i -b Фу) ) ] -f- P^jYy-i — 

— ви^ exp (a (— -Ь фу!))] + г|5у. 

Верхняя граница М спектра матрицы К~^А Qctb 

М = т ^ { [1 — 7у ехр (а (— -ь фу)) — 
г=1. L-, 

i=rnvf (13) 

— бу ехр (а (— фу+1 -ь Фу|)]-1}. 
Рассмотрим теперь вариант неявного метода неполной факториза-
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ции. Решение исходной системы пятиточечных уравнений будем искать 
с помощью рекуррентных соотношений с неопределенными коэффициен-
хами а,-,-, Yij, Zi,-: 

Uii «ij^i-li — Ifij^i+U = + Zij. (14) 

Выразим с помощью (14) и подставим его в левую часть уравнения, 
получаемого из (2) прибавлением к обеим частям члена Кциц-и В ре-
зультате получим равенство 

[е« — (Ьц + Xi;) бв-i] Uij — — CijUi+ij = — + + 

+ {Ьц + Xij)zti-i + /« + (fe« + Kij) {a,i}-iUi-u-i + Yij-iWi+ij_i). (15) 

Величину Kij определим теперь из условия «компенсации»: 

Xij = eb i j (a « - i + Tij-O/Cl — a«_i — -^ij-i) (16) 

(Э — параметр релаксации), смысл которого состоит в том, что если в 
(16) в = 1, то в правой части (15) сумма коэффициентов при членах с 
и равна нулю. Сравнивая далее соотношения (15) и (16), получим фор-
мулы для ац, 'in, 6ij, Zij и определим итерационный процесс: 

gij = e,j — (by + = Sij — (1 + r « ) ; 

= atj/gij, = bij(l + r« = + ^ « - : ) / ( l - a « - i - ; 

= = = ( 1 7 ) 

г Г ' = Pi; + + Hi) ) -b 

+ V y - i " i + i j - i + i, 7 = 1. 2, . . . ; 

u ^ ' - - у у ц г т ^ g ^ + j = . . . , 2, 1. 

Видно, что значения на каждой итерации легко вычисляются 
с помощью прогонки, а все остальные находятся из простого рекуррент-
ного счета. 

Из построения алгоритма следует, что если итерационный процесс 
(17) сходится, то именно к решению исходной системы уравнений. Схо-
димость алгоритма легко доказывается с помощью теоремы Варги о ре-
гулярном разложении [8], если 0 = О и матрица А относится к М-типу. 
Кроме того, если начальное приближение иц и точное решение не зави-
сят от 1, то метод при 0 = 1 (случай полной компенсации) сходится за 
одну итерацию. 

Отметим, что данный итерационный процесс в отличие от явного 
является несимметризуемым и вопросы его обоснования при 0 > О или 
оптимизации остаются открытыми. 

2. Численные эксперименты. Серия методических численных экспе-
риментов проводилась для уравнения (1) с одномерным характером ре-
шения в прямоугольнике а = О, 6 = 4, с = О, d = 1 на кусочно-равномер-
ной сетке 

V = 0,2, 1 ^ / ̂  Ж - 1; = 0,15, 1 < i < 10; 
h t = 0,05, И < г < 30; = 0,15, 31 < j < L - 1; 

Xi = + y^ = + i = 271, / = L = 41, M = 6. 

Алгебраическая система уравнений (2) решалась как для электро-
нов, так и для дырок в предположении, что распределение носителей 
противоположного типа задано и все функции в системе уравнений не 
зависят от у. В качестве краевых были выбраны однородные условия 
Неймана при у = с, у = d я условия Дирихле для гс = а, х = Ь: 

п{а,у)=8- 10-'°, п{Ь, у)= 1,25 • 10^ 
р{а, у)= 1,25 • Ю ,̂ р(Ь, у)=8- 10-5, c<y<d, 

отвечающие условиям термодинамического равновесия при концентраци-
ях примеси 10^° и 10'^ CM-® в окрестности анода и катода соответствен-



i Фг и 
п 

Pi 
п 

« i 4 

1 -20,95 10-12 1,25.10» 8-10-10 8-10-1» 1,25-10» 

5 -29,09 10-11 4,1-108 30 1,1 7,5-108 

10 -15,94 10-9 4,6-10' 1, 5-10» 102 1,8-10' 

15 —13,08 10-8 1,8-105 2, 7-101 2,7-10» 9,7-10^ 

20 —11,76 10-" 3,3-10< 1, 1-10^ 1,4-104 2,1-105 

r»r 1 " • - • - • 1 

но. Уравнения переноса для обоих типов не 
зованием двух видов распределения потенци 
взято из практической задачи решения пол: 
мы уравнений (в виде массива не 
приведены в таблице). Там же даны массив 
и получаемый при расчете переноса электрА 
гнчные массивы пР, р^. 

Для анализа влияния вида потенциала 
цесса в дополнение к реальному было взято 

сителеи решались с исполь-
ила ф(а;). Одно из них было 
1ГОЙ фундаментальной систе-
которые значения которого 

/7", п^ (используемый (/?") 
нов ( « " ) ) , а также анало-

на ход итерационного про-
линейное задание функции 

II 

ф< = ф1 + (фь — Ф1), (Xi — а 

Сравнение эффективности различных 
числу итераций N, при котором выполняется 

ЦЬ-а). (18): 

алгоритмов проводилось по 
условие 

шах 
.Л+1 

i=TI ; j=T;M i max uf^ 

Знак « 0 0 » далее применяется для O6O3H{|I 

ционного процесса. Вначале опишем экспери 
ального распределения потенциала для реше 
неявным методом (15) в случае расчета пер 
и различных постоянных т: 

: е = 10-7. 

чения расходимости итера-
иенты с использованием ре-
ния системы уравнений (2) 
еноса электронов при 6 = 1 

т 1/24 1/12 1/10 
N 380 186 154 

1/9 
138 

1/8,8 
35 

1/8,6 
32 

1/8,55 1/8,5 
133 167 

1/8,45 
315 

iCT 
В дальнейшем будем описывать использс 

ной факторизации вида (5) , (12) либо с по_-
скими итерационными параметрами. Требуе»[ 
находим степенным методом при в = т = 1: 
рации, на которой впервые 

lipn — Pn-il < ei; 

р„ = _max I Uij^^ — utj ma 
i= l ,L ; i = l ,M i=l ,L; 

Отметим, что найденные степенным мето 
не совсем точными, поскольку без применен 

шание явного метода непол-
оянными, либо с чебышев-

[ое значение величины М 
рп ,̂ где пг — номерите-

= 1 , М 

1Д0М значения М являются 
ия дополнительной норми-



ровки переполнение арифметического устройства ЭВМ прерывает про-
цесс нахождения М, так как р„ > 1. Для уравнений переноса электронов 
и дырок найденные степенным методом значения М равнялись 22,6 и 
13 соответственно. С целью уточнения значений М были проведены экс-
перименты с различными постоянными параметрами т для электронов 
и дырок: 

т 2/23 2/24 2/25 2/26 2/27 2/30 2/35 2/46 
N оо 419 172 178 185 205 237 419 

X 2/13 2/14 2/14,5 2/15 2/15,5 2/16 2/20 2/25 
N оо 381 131 105 109 112 139 173 

При этом использовалась зависимость оптимальной величины То от 
границ спектра. Как видно, минимальное количество итераций приходит-
ся на случаи т = 2/25 и т = 2/15, что отвечает уточненным значениям 
М, равным 24 и 14 для электронов и дырок соответствоппо 
(то = 2/(М + т ) ) . 

Сравнение показывает, что для постоянных параметров т неявный 
метод неполной факторизации дает существенно лучшие результаты. 

Теперь перейдем к исиользованию чебышевских ускоряющих ци-
клических параметров (8 ) , что возможно лишь в случае применения яв-
ного метода Булеева. Приведем значения N для различных периодов iVo 
в случае переноса дырок и использования найденного степенным мето-
дом значения М = 13: 

iVo 4 8 16 32 
iV+ 158 124 54 251 
N_ 193 147 101 200 

Здесь обозначение N+ отвечает использованию т„, вычисленных непо-
средственно по формуле (8) , а N - соответствует обратной упорядоченно-
сти циклических параметров, т. е. в (8) i = Ntj, Nq — i, . . ., 2, 1; 2Nq, . . . 
. . . , iVo + 1, Обозначение типа « >200 » означает, что итерационный 
процесс при заданной величине периода становится неустойчивым. Для 
электронов при М = 22,6 результаты не приводятся, поскольку ни для 
одного из периодов No итерационный процесс не сошелся. Таким обра-
зом, выражение для чебышевских параметров (8) чувствительно к выбо-
ру оценки величины М, поскольку небольшие отличия в значениях М 
ведут к существенно различным результатам. Приведем количество ите-
раций для переноса электронов и дырок при М = 24 и М == 14 
соответственно: 

Л̂ о 4 8 16 32 
N+ 59 56 48 100 

54 48 63 200 

/Vo 4 8 16 32 
43 40 48 95 
40 33 32 >200 

Для исследования возможностей ускорения чебышевских алгоритмов 
были проведены также расчеты с использованием итерационных Г-иара-
метров [9] с циклом iVo = 18 и трехчленных итерационных процессов: 

U" = ( 1 + а „ ) [та" + ( 1 - - anU"-2; 

т = 2/(щ + Л/), а„ = >с(1 + х''-2)/(1 + х " ) ; (19) 

'^={М + т)1{М - т ) , 

где и„ определяется из соотношений (5 ) , (12). 
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в этих экспериментах были получены 
для последовательности Г-параметров и Л "̂ = 
пых процессов (индексы п, р означают ^лектроны и дырки соот-
ветственно). 

На реальных распределениях потенциала было проведено также 
сравнение результатов, полученных с помощь]о явного метода Б|улеева и 
блочного метода Зейделя, оказавшегося наил^ 
класса методов блочной последовательной верхней релаксации. Для кая;-
дого из уравнений переноса (и дырок, и электронов) блочный метод 
Зейделя потребовал числа итераций N более 9ОО, а ограничение N = 500 
приводило к снижению точности на два поря 
в экспериментах с другими распределениями 
Зейделя сходился, число итераций для него ок 
чем в явном методе Булеева при 6 = 1, т = О, 

Теперь опишем эксперименты по расчету 
рок с лине11пым распределением потенциала 
пялся также модифицированный явный метод 
(5) пересчет узлов сетки ведется не в обыч1^ом порядке, а в обратном. 
Найденные степенным методом значения М равнялись 6,6 и 24,6 для 
электронов и 20 и 10 для дырок соответственно для прямого и обратного 
счета. Приведем результаты решения уравнения переноса электронов 
при прямом и обратном направлениях счета: 

пачения iV" = 37, = 
42, Л '̂' = 31 для трехчлен-

дка и более. Отметим, что 
потенциалов, когда метод 
азалось в 3—7 раз больше, 

переноса электронов и ды-
18). В этом случае приме-
Булеева, когда в формуле 

т 2/8 2/9 2/10 2/11 2/12 2/13 
N 256 72 81 89 98 106 

т 2/26 2/26,5 2/27 2/27,5 2/28 2/29 
N оо 313 219 224 228 235 

Аналогичные данные для переноса дырок примут вид: 
т 2/23 2/23,5 2/24 2/24,5 2/25 2/2Т 
N ОО 204 160 163 166 173 

X 2/11 2/11,5 2/12 2/13 2/13,5 2/15 
N ОО 200 90 87 91 101 

Можно отметить, что при расчетах с реальным немонотонным поведени-
ем потенциала изменение направления пересчета узлов сетки практиче-
ски не влияет на результат. 

Анализ проведенных экспериментов показывает, что нри расчете ре-
альных задач переноса носителей заряда возможно использование раз-
личных вариантов методов неполной факторизации. Онисанные резуль-
таты позволяют сделать следуюн];ие выводы: 

1. При постоянных итерационных параметрах неявный метод не-
полной факторизации дает значительно лучшие результаты, чем явный. 

2. Применение чебышевских итерационных параметров суш;ественно 
ускоряет процесс, причем обратное упорядочивание в (8) предпочти-
тельнее прямого. 

3. Использование циклической Г-носледовательности улучшает ре-
зультаты, а реализация трехчленных итерационных процессов практиче-
чески их не меняет, но требует дополнительной памяти ЭВМ. 

4. Практически применение формулы (13) для вычисления М не-
реально (она дает сильно завышенное значение), поэтому может быть 
рекомендован степенной приближенный метод оценки Мо. При вычисле-
нии циклических параметров найденную оценку М следует брать с запа-
сом 5—10 %. 

5. Применение предлагаемых алгоритмов существенно улучшает 
результаты, получаемые с помоп];ью блочного метода Зейделя, которые 
практически неприложимы к задачам с более немонотонным поведением 
потенциала. 

6. Эффективность рассматриваемых алгоритмов может сильно зави-
сеть от выбора направления счета нри вычислении приближений на 
каждой итерации. 
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