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ОБ ОЦЕНКАХ СПЕКТРАЛЬНЫХ ПЛОТНОСТЕЙ 
ГАУССОВЫХ ОДНОРОДНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ПОЛЕЙ 

Задача статистического оценивания спектральных плотностей одно-
родных случайных полей рассматривалась ранее в [1—4] (см. также [5, 

5.1] и [6, гл. V, § 8]), В настоящей статье, как и в [4], будем предпо-
лагать, что исследуемое случайное ноле ^ ( k ) = | ( A ; i , kz) задано на дву-
мерной целочисленной решетке Ẑ  и, кроме того, является гауссовым. 
Как и в работах [3—5], оценку спектральной плотности /(Я,1, Яг) слу-
чайного поля | (к ) будем искать в виде сглаженной (но аргументу % = 
= (^1, Ла)) периодограммы. Основные отличия настоящей статьи от пред-
ществующих работ состо?[т в следующем: 

Д. Оцениваемая спектральная плотность /(^i, Яг) предполагается до-
статочно гладкой функцией, т. е. имеющей частные производные всех 
интересующих нас порядков. Это предположение позволяет, нам исполь-
зовать при построении оценок спектральной плотности /(Я) • знакопере-
>1енные весовые функции, обеспечивающие во многих случаях сущест-
веннор уменьшение ошибки оценивания. Возможность учета априорных 
предположений относительно гладкости функции /(Я) при построении 
ее статистических оценок была отмечена ранее в [2]. 

2. Как й в работе [4], строим и исследуем оценки спектральной плот-
ности /(Я) по неограниченно расширяющейся прямоугольной реализации 
случайного поля 5(к), однако в тех случаях, когда рост одной из сторон 
реализации существенно отстает* от роста другой ее стороны, вводим до-
множениё, исходной реализации на треугольное окно данных, сглажива-
ющее края всех сечений реализации, параллельных ее короткой стороне. 
Сглаживание краев реализации позволяет нам уменьшить смещение 

-периодограммы (ее определение см. ниже) и вместе с ним средний квад-
рат бшибки оценивания спектральной плотности /(Я). 

Итак, пусть | ( к ) . А; е Z^,—гауссово однородное случайное поле со 
средним значением (математическим ожиданием) < | ( к ) > ^ 0 и спект-
ральной плотностью /(Яь Яг), Я < е П = ( - л ; , я], г = 1, 2. Будем предпола-
гать^ что функция /(Яь Яг), будучи продолженной периодическим обра-
зом (по обоим аргументам) на всю плоскость (совокупность пар веще-
ственных чисел) R ,̂ имеет все интересующие нас частные производные. 
Пусть нам даны значения случайного поля \{ки кг) веточках {кх, ki), 
где hi = 1, причем Ni = Ni{n), п = 1, 2, . . . , г = 1, 2, и 

^ ' N i ^ N i , ot> пщ п ^ °о. (1) 
Оценку значения спектральной плотности /(Я) в некоторой точке 

О) =(а)1, шг), где wi е П и О < о)г ^ я, будем искать в виде 

(2) 
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где 1п1Ц, ^ = Яа)^ R2 —периодограмма, определяемая сботпо-
шением 

JV, N, 
1 (3) 

h = h{Nu Щ>0, а w{x), а; е R,—некоторая весовая функция, удовлет-
воряющая условиям: 

w { — x ) = w(x), (4) 
если |а:|>1, (5) 

1 1 
и \ w ( x ) d x = \ - , J u ; ' (x )dx<cx , . (6) 

- 1 - 1 

Если предположить дополнительно, что А ^ я, то оценка (2) пре-
образуется к виду 

2П 2Я 

(СО) = h - ' f ( т ^ ) = 
-•2П —П 

= ) фп ^2) In (^1, (7) 
И'' 

1 1 
1 г - + / А,, - со, -Ь 2 / я 

(8) 

Продолжим рассмотрение условий, налагаемых нами на весовую 
функцию W [х). Четное число г ^ 2 назовем порядком весовой функции 
w { x ) = iVr(x), если она, наряду с условиями (4) —(6) , удовлетворяет до-
полнительным условиям 

1 1 
J Wr {x)dx = о, / = 1 , г - 1 , J x'lVr ix) d x ^ 0 . 

-1 —1 

Применение весовых функций высших порядков (т. е. порядков г > 
> 2) позволит нам, как и в случае стационарных случайных процессов 
(см., например, [7]), получить при достаточно больших п существенный 
выигрыш в точности оценивания. 

Теорема 1. Пусть оценка fn (<й), определенная формулами (7) и (3), 
строится с использованием весовой функции (о;) г-го порядка, а вели-
чина h = h{n) выбирается пропорциональной при 
Тогда если при 

оо, и < I /„ И - / И р> = О (TVr'), если'Лг;+2 = о {N\). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Начнем с изучения смещения оценки /п(ю)'. 

Сопоставляя соотношения (7) и (6), находим, что 

en (to) ^ </п (о))> - / (ш) = е; («) + еГ(®),: (9) 
2 Я 2 Л 

где е ; ((О) = W dX, J w [ < 4 (К, К)> - / ( К 
—2Я —Я 

(10) 

2Я 2Я 
И е ; (®) = h - ' J w dX, j w [/ ( h , K ) - f («i , «2)] dK- (11) 

—2Я —Я 
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Рассмотрим сначала слагаемое s4((o). Пользуясь определением (3) 
периодограммы /„(>,), нетрудно показать, что 

{In (?.)> - / = j J F^^ (fx, - К) Fr,^ ill, - ji,) - / X,)] di,, 

где /^„(jx)— ядро Фейера, определяемое соотношением 

Fr^in) = 

Отсюда, учитывая известные результаты, касающиеся приближения 
дифференцируемых периодических функций суммами Фейера (см., на-
пример, [8, гл. IV, § 3 и 5]) и принимая во внимание предположение 
(1), находим 

sup I </„ (Х)> _ / ( } , ) I = О (max iV^-^J) = О ( iVr') . (12) 
к 

Из соотношений (10), (6) и (12) следует теперь, что 

= (13) 
Что же касается величины определенной формулой ( И ) , то 

для нее в случае применения весовой функции w(x) г-го порядка при 
построении оценки (7) справедливо соотношение 

|e;((o)| = 0(fe'-), h - ^ 0 (14) 
(см., например, формулу (8) из [9], полученную при аналогичных пред-
положениях относительно гладкости оцениваемой функции). 

Переходя к рассмотрению дисперсии оценки (7), имеем 

D/n ( « ) = <|/„ (о>) - </„ («)>2 = J j И Р̂» Ч'" Мз) X 

X [</„ (Xj, fi,) /„ (?1з, (Хз)> - < / „ {Х ,̂ </„ (Яз, ^з)>] dK̂  diiĵ  ЙЯз diî . (15) 
При ЭТОМ в силу определения (3) периодограммы 1п{к) и предположе-
ния о гауссовости случайного поля | (к ) 

lis)} - <In(X„ </„(?l3, fig)) = 
JVj N^ JVj JVj N^ N^ N^ N^ 

\ 1 2 / Й2=1 

X (/i , h)} a i K К Ш ' П , , т , ) у 

V 1 2 / 3 ^ = 1 

'2 = 1 ^2=1 1̂ = 1 2̂=1 J 
X / (^2, 1Л2) / (>̂ 4, fX4) dX̂  d[i2 dX̂  dŷ .̂ 

Сопоставляя теперь соотношения (15) 

и (16), находим 

D/n (ю) = f f f f к Ih) dX, dy., dX^ dii.X 

X 
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где К , = t̂ a) 2 2 

Легко видеть, тао внутреиний четырехкратный интеграл в правой 
части соотношения (17) есть не что иное, как прямоугольная частная 
сумма комплексной формы четырехкратного ряда Фурье от функции 
Фп(Я1, fxi, I2, (Х2). Это обстоятельство позволяет нам, исходя из формулы 
(17) и используя неравенства Коши — Буняковского и Бесселя, полу-
чить неравенство 

^ • J J J J I f ' l ) ^^^ = D/„(a>): 
NlNl 

NlNl 
sin" [ЛГ • (X̂  - Я,)/2] sin^ [N^ (ц̂ . - (x,)/2] 

f l . f 
Хфп (^i, И.1) f {K^ Ц2) «^M'l 

X 

Отсюда, учитывая свойства ядра Фейера и соотношение (8), находим 

D/„ И < ^ ^ ^тах / (Щ ^ j* J ф̂  в ) dv dS < 

/ 1 
< шах/(^У J w^ (х) dx (18) 

N-l 
Утверждение теоремы следует теперь из формулы 

< ! / „ ( « ) - / ((й) р> = D/„ (ft)) + ^ (ft,) 

и соотношений (9), (13), (14) и (18). 
В случае, когда A'J"'"" = о (Л''^) при но > 3, улучшение 

сходимости оценки /„(ю) к оцениваемой величине /(и) может быть до-
стигнуто за счет использования окна данных, сглаживающего эту реали-
зацию вдоль всех ее сечений, параллельных оси ки А именно, положим 

где функция фп(Я) определяется соотношением (8), 

2 b{k,) 2 ftj-t 

(19) 

(20) 

Ъ{к)= Y&lilV'+ i){L—\L-k\) {k = \,2L) (21) 

и L = entier [ 2 " ' {N^ + 1)]. (22) 

Теорема 2. Пусть оценка определенная соотношениями 
(19) —(22) и (8), строится с использованием весовой функции w{x) 
г-го порядка, а величина h = h{n) выбирается пропорциональной 
' ( ^ ^ l i V z ) п р и га со. Тогда < | С (ю) " 7 ( « ) Р> = О{{N 
если = при тг-^'оо, и < | - / ( ® ) = О ( Л Т ' ) , 
если = 0(7VO. 

Доказательство теоремы 2 опускаем. Отметим лишь, что оно опира-
ется на свойства не только ядра Фейера, но и ядра Джексона (см., на-
пример, [10, гл. II, § 3]). 

В заключение отметим, что используемое нами окно данных В = 
= {Ъ{к), k = i, 2L) ни в коей, мере не является единственно возможным. 
Применение другого окна данных потребовало бы, однако, внесения из-
менений в формулировку и доказательство теоремы 2. 
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УДК 535.317.1 

И. Н. ТРОИЦКИЙ, М. с. УМАНСКИЙ 
(Москв-а) 

РАСПОЗНАВАНИЕ ПРОЕКЦИОННЫХ ДАННЫХ, 
ПОЛУЧЕННЫХ В ТОМОГРАФИЧЕСКОМ ЭКСПЕРИМЕНТЕ, 

ПРИ НАЛИЧИИ СВОБОДНОЙ АЛЬТЕРНАТИВЫ 

Постановка задачи. Анализ результатов томографического экспери-
мента часто начинается с установления факта о соответствии внутренней 
структуры анализируемого объекта некоторой структуре заранее извест-
ного вида. Так, например, ставится задача дефектоскопии изделия, по-
вторной диспансеризации пациента и т. п. Очевидно, что в такой поста-
новке задача анализа томограмм может бьрь легко автоматизирована. 
Для обеспечения оптимальной автоматизации за основу должен быть 
принят соответствующий алгоритм распознавания. В теории статистиче-
ских решений рассматриваемая ситуация характеризуется двуальтерна-
тивной гипотезой со свободной альтернативой. Первая гипотеза — ана-
лизируемое сечение — описывается данной функцией /о(а;, г/), вторая — 
какой-то произвольной неизвестной функцией f{x, у). Задача состоит в 
том, чтобы по зарегистрированным проекционным данным /?„(«, ф) при-
нять решение в пользу nepBOii или второй гипотезы. 

Цель настоящей статьи — исследовать известный алгоритм теории 
статистических решений применительно к сформулированной задаче и 
оценить его эффективность с учетом специфических особенностей проек-
ционных данных. 

Общая структура алгоритма распознавания. Один 1тз способов реше-
ния задачи распознавания двуальтернативной гипотезы с одной свобод-
ной альтернативой состоит в следующем: пусть первая гипотеза описы-
вается некоторым набором признаков Ср(р = 0, 1, . . . ,М( , ) . Реально 
измеряемые значения этих признаков С" отличаются от значений Ср 
в силу наличия различных слзгчатых факторов и описываются плот-
ностью вероятности Ф\С1, . .., CMjfdx, у) . Решение принимается 
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